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1 Einleitung

Der Computer zwingt uns zum Nachdenken uiber Dinge,
Uber die wir auch ohne Computer langst hatten nachdenken miussen.
(Hans Schupp?)

Gegenwartig wachst die Verunsicherung bezlglich tradierter Inhalte und Methoden des Mathematikunter-
richts im Gymnasium. Zum einen besteht vielfach ein Widerspruch zwischen Zielen und Ergebnissen des Unter-
richts, zum anderen stellt sich das Problem einer neuerlichen Standortbestimmung, seitdem leicht transportier-
bare und finanziell erschwingliche Taschencomputer mit neuartigen Moglichkeiten auf dem Markt sind. Dar-
Uber hinaus stellt die internationale Untersuchung TIMSS? in Frage, ob der herkbmmliche Mathematikunterricht

die ihm nachgesagten Qualitaten besitzt.

Die Taschencomputer kbnnen nicht nur numerisch, sondern auch symbolisch rechnen, d.h. sie kbnnen nicht
nur mit Zahlen umgehen, sondern auch mit Variablen und Termen. Damit verlieren kalkllorientierte Fertigkeiten
weitgehend an Bedeutung. Die auf den Taschencomputern implementierten Computer-Algebra-Systeme
kénnen Terme umformen und Gleichungen I6sen, kébnnen Funktionen differenzieren und Kurvendiskussionen
durchfuhren. Der Unterricht in Mathematik wird also zum Umgang mit Kalkilen ein véllig neues Verhaltnis fin-
den miussen; auf keinen Fall kann er so kalkilorientiert bleiben wie bisher. Wiinschenswerte Veranderungen des
Mathematikunterrichts werden in den folgenden Kapiteln diskutiert.

Im Kapitel 2 geht es um allgemeine didaktische und methodische Fragen des Mathematikunterrichts: Welche
Ziele hat der Unterricht, und anhand welcher Kriterien lasst sich eine Inhaltsauswahl legitimieren? Hier ist nicht
nur der Beitrag zur Allgemeinbildung zu klaren, sondern auch die Forderung nach genetischem, nach prob-
lemorientiertem und nach anwendungsorientiertem Mathematikunterricht zu begriinden. Da die herkbmmli-
che Unterrichtspraxis vielfach an der Vermittlung von Fertigkeiten orientiert ist, muss sich auch an der Unter-

richtskultur Grundlegendes andern.

Im Kapitel 3 werden die Uberlegungen ,,Weg vom Kalkiil, hin zum Sinn* konkretisiert und anschlieRend Realisie-
rungen eines anderen Unterrichts beschrieben. Unterrichtsbeispiele sind detalilliert im Anhang dargestellt.

Die angestrebten notwendigen Veranderungen mussen durch begleitende MalRnahmen unterstutzt werden;

dazu werden in Kapitel 4 Hinweise gegeben.

Die Empfehlungen beleuchten die wichtigsten Aspekte wiinschenswerter und notwendiger Veranderungen
auf verschiedenen Abstraktionsebenen und in unterschiedlichen Blickrichtungen, unter Beriicksichtigung aus-
gewabhlter fachdidaktischer Literatur, nach Anhérung von Experten und aus der Perspektive vielfaltiger Unter-

richtserfahrungen.

1 Hischer [1994], S. 70.

2 Baumert, Lehmann et al. [1997].



2 Leitlinien zur Themenauswahl und Unterrichtsgestaltung

2.1 Beitrag des Mathematikunterrichts zur Allgemeinbildung

Jedes Unterrichtsfach muss sich am allgemeinen Bildungsauftrag der Schule orientieren. Die inhaltliche Ausges-
taltung des Bildungsauftrags wird durch die kulturellen und padagogischen Traditionen der einzelnen Facher
mit gepragt. Insofern muss sich die Entwicklung von Zielen und Inhalten eines kiinftigen Mathematikunterrichts
sowohl an Diskussionen des Bildungsbegriffs (Klafki, Heymann u. a.) als auch an denjenigen Fragen orientieren,
die aus Problemen und Wertvorstellungen der bisherigen Tradition dieses Unterrichtsfachs entstehen (Lenné,
Freudenthal, Wittenberg).

,Bildung* hat bereits in sprachlicher Hinsicht eine zweifache Bedeutung: Sie meint sowohl einen Zustand als
auch einen Prozess. Insofern ist ,,Bildung* mehr als nur ,,Wissen* und deutlich hiervon abzugrenzen. Dieser pro-
zessuale Aspekt von ,,Bildung®, und damit auch von ,,Allgemeinbildung*3, wird in der gegenwartigen allge-
mein- und mathematikdidaktischen Diskussion stets als bedeutsam hervorgehoben.

Hinsichtlich der Frage nach dem Beitrag des Mathematikunterrichts zur Allgemeinbildung entstand in den letz-
ten Jahrzehnten eine umfangreiche fachdidaktische Literatur. Die Bildungsdiskussion wurde nicht nur aus der
Perspektive des Mathematikunterrichts gefiihrt, sondern unter Beriicksichtigung von Bildungsaufgaben der
Schule schlechthin und schliefllich von Mathematik als Bezugswissenschaft, wobei in neuerer Zeit teilweise
auch die Informatik als weitere Bezugswissenschaft herangezogen wurde.

Die folgende Aspektsammlung beziiglich des Beitrags des Mathematikunterrichts zur Allgemeinbildung ist eine
bewusste Auswahl aus solcher Literatur. Sie orientiert sich in ihrer Struktur an dem Schema von Winter [1975]:
Mathematik als Bezugswissenschaft (Spalte 1), Bildungsaufgaben der Schule (Spalte 2) und Beitrag des Ma-
thematikunterrichts zur Allgemeinbildung (Spalte 3), wobei Bildungsaufgaben der Schule auch als Bildungsauf-
gaben des Mathematikunterrichts zu verstehen sind. Unterrichtliches Handeln muss sich daran messen lassen,
inwieweit es im Einklang mit den Zielen der Spalten 2 und 3 steht. Es ist offensichtlich, dass die aufgefuhrten
Ziele eine vollig andere Qualitat als die Lernziele der 70er-Jahre besitzen, mit denen kleinschrittig ein
abprifbares Endverhalten beschrieben wurde.

Die Zuordnungen in der folgenden Ubersicht kbnnen weder trennscharf noch vollstandig sein.

3 Zum Begriff der Allgemeinbildung vgl. Klafki [1985].
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Mathematik

(Bezugswissenschatft)

Schule
(Bildungsaufgaben)

Mathematikunterricht
(Beitrag zur Allgemeinbildung)

Kreativitat: Der Mensch als schépferisches, erfinderisches, spielerisches Wesen

Mathematik begegnet uns als

e schopferische Wissenschatft,

e heuristische, induktive,
experimentelle Wissenschaft,

e Feld asthetischer Betatigung

und als

e Spielraum des Denkens.

Die Schule soll dazu beitragen,

e schopferische Krafte zu entfal-
ten,

und zwar insbesondere

e (geistige Initiative, Phantasie,
und Kreativitat in Verbindung
mit Selbstbewusstsein,
Problemlésungssicherheit und
Risikobereitschaft zu

fernentwickeln,

e eine asthetische Bildung zu
vermitteln,

e subjektiv neuartige Ideen (der
Schilerinnen und Schiiler) zu
akzeptieren und zu férdern, die
im Rahmen des Unterrichtsstoffs
sinnvoll sind

und damit schlieBlich

e kreatives Verhalten zu fordern.

Der Mathematikunterricht dient

e der Entwicklung von Hand-
lungs- und Denkstrategien,

e der Entwicklung heuristischer
Strategien (Experimentieren,
Probieren und Vergleichen als
Erkenntnismethoden),

e dem konstruktiven Umgehen
mit Fehlern,

e der Begriffsbildung als einem
schopferischen Tun und

e der Verdeutlichung des astheti-
schen Aspekts von Mathema-
tik.

Dazu liefert er Anlasse und Anlei-

tung zu kreativem Handeln.

Erkenntnis: Der Mensch als nachdenkendes, nach Griinden, Einsichten suchendes Wesen

Mathematik begegnet uns als

e Prototyp fur viele Wissenschaf-
ten,

und zwar allgemein als

e Mittel zur Erkenntnisgewinnung

und dabei zugleich als

e beweisende, deduzierende
Wissenschaft

und als

e experimentelle Wissenschatft.

Die Schule soll dazu beitragen,

e rationales Denken zu férdern

und dadurch

e zum kritischen Vernunftgebrauch
anzuleiten.

Der Mathematikunterricht dient

e dem Erwecken von Neugier
und dem Herausfordern zum
Fragen,

¢ dem mathematischen Ordnen
eines Feldes, insbesondere
durch Axiomatisieren, Mathe-
matisieren und Formalisieren,

e derForderung des logischen
Denkens

e der Bereitschaft zum
Argumentieren, Kritisieren und

¢ Bewmt&lmm im Beweisen und im
Begriinden als einer Alternative
zum Formalbeweis

e der Vermittlung der platoni-
schen Idee der Absolutheit ma-
thematischer Erkenntnis und
der Erfahrung, worin die der
Mathematik eigene Gewissheit
besteht.

Hierzu muss Mathematik

aspektreich vermittelt werden,

wobei die Sinngebung und nicht

die Strenge im Vordergrund stehen

muss.




Mathematik

(Bezugswissenschatft)

Schule
(Bildungsaufgaben)

Mathematikunterricht
(Beitrag zur Allgemeinbildung)

Anwendung: Der Mensch als gestaltendes, wirtschaftendes, Technik nutzendes, Verantwortung tra-

gendes Wesen

Mathematik begegnet uns als

e Technologie

und damit insbesondere als

¢ anwendbare Wissenschaft

und

o Hilfswissenschatft flr viele ande-
re Wissenschaften,

denn sie ist
e Lieferant fur transferierbare
Methoden,

e Vorrat von Modellen,

und schlief3lich ist sie

e eine unerschdpfliche Quelle von
Problemen,

und sie wird benutzt als ein

e  Hilfsmittel zur Optimierung ma-
terieller Gewinne.

Die Schule soll dazu beitragen,

e Lebensvorbereitung und Welt-
orientierung zu ermdéglichen,

und hierzu ist es erforderlich,

e eine technologische Bildung zu
vermitteln,

und zwar insbesondere

e Einsicht in die Mitverantwort-
lichkeit aller angesichts aktuel-
ler Schlusselprobleme und da-
mit zugleich Verantwortungs-
bereitschaft fur die Folgen
technischen Planens und Han-
delns im Sinne des homo faber
zu entwickeln,

ferner ist hierbei

e vernetzendes Denken auszubil-
den

und damit das

e Verstandnis fur die Wirklichkeit
zu fordern und zu nutzen.

Der Mathematikunterricht dient

¢ dem Mathematisieren,
insbesondere soll Mathematik
als Mittel zur Alltagsbewalti-
gung erfahren werden, und
dabei soll der Modellbildungs-
prozess zur Herstellung abstrak-
ter Modelle realer Systeme und
Probleme verdeutlicht werden.

Damit dient der Mathematikunter-

richt

¢ der Uberwindung der Trennung
von ,reiner* und angewandter
Mathematik,

e dem Erfahren der Anwendbar-
keit von Mathematik und deren
Grenzen

sowie

e der exemplarisch erlebten
Unterscheidung zwischen Ma-
thematik und dem ,,Rest der
Welt*.

Daher dient er notwendig auch

e der Entfaltung von Verantwor-
tungsbereitschaft mit Blick auf
die Handlungskonsequenzen,

e dem Kennenlernen
fachubergreifender Aspekte,

e dem vernetzenden Denken

und

e der propadeutischen Vermitt-
lung von Begriffen und Verfah-
ren, die im tertiaren und beruf-
lichen Bereich eine verbreitete
Anwendung finden.




Mathematik

(Bezugswissenschatft)

Schule
(Bildungsaufgaben)

Mathematikunterricht
(Beitrag zur Allgemeinbildung)

Sprache: Der Mensch als sprechendes, kommunizierendes Wesen

Mathematik begegnet uns als

formale Wissenschaft,
Wissenschaft von den formalen
Systemen,

Wirklichkeit ,,sui generis* und
Sprache, die die ganze Welt
versteht.

Die Schule soll dazu beitragen,

die Sprachfahigkeit zu fordern.

Der Mathematikunterricht dient

dem Ubersetzen zwischen ver-
schiedenen Sprachebenen,
dem Erkennen der Méglichkei-
ten und Grenzen der mathe-
matischen Fachsprache,

der Forderung des sprachli-
chen Ausdrucksvermégens

und des

Anschauungsvermoégens (auch
der raumlichen Vorstellung),
dem praformalen Arbeiten,
dem algorithmischen und
kalkulhaften Arbeiten,

dem Erlernen des Formalisie-
rens

und

der Einsicht in die Strenge der
Mathematik.

handelndes und soziales Wesen

Individuum und Gemeinschaft: Der Mensch als wahrnehmendes, empfindendes, verantwortlich

Mathematik begegnet uns als

zweiwertige Logik im Gegen-
satz zu der eher vagen, un-
scharfen, fieRenden Logik der
uns umgebenden Welt sowie
als

stabiles System in einer Welt,
die durch verunsichernden
Wertewandel die Orientierung
erschwert,

und dieses System steht in einem

Wechselwirkungsprozess,

namlich einerseits durch

Konsequenzen fur das Indivi-
duum und die Gesellschaft

und andererseits durch

Einflusse der Gesellschaft auf
die Wissenschaft Mathematik,
und zwar bezlglich sowohl der
Akzeptanz ihrer Ergebnisse als
auch der Untersttitzung von For-
schungen.

Die Schule soll dazu beitragen,

die PersOnlichkeit weiterzuent-
wickeln,
Verantwortung zu entfalten,

und dabei insbesondere

das soziale Leben verantwort-
lich mit zu gestalten,

in Verstandigung und Koopera-
tion einzutiben,

das Schuler-Ich zu starken,
eigene Winsche und Neigun-
gen erfahrbar zu machen,

zu Ausdauer, Geduld und Frust-
rationstoleranz zu erziehen,
Sachlichkeit, Objektivitat, Tole-
ranz, Selbstandigkeit und
Selbstverantwortung als sozial
und individuell wichtige Tu-
genden zu entdecken,

insgesamt hierzu

eine entsprechende Unter-
richtskultur zu entwickeln.

Der Mathematikunterricht soll

individuelle Lernprozesse be-
achten,

insbesondere das Schiler-Ich
einbeziehen, etwa Uber die
Wege:

von singuléaren, subjektiven
Sichtweisen hin zu regularen, in-
tersubjektiven Sichtweisen,
-Akzeptanz von Fehlern*;

dabei soll er auch

den Bildungssinn eines Unter-
richtsgegenstandes zum
Gegenstand des
Bildungsprozesses machen,

und als Voraussetzung hierzu soll er

mit einer anderen Unterrichtskul-
tur einher gehen und

durch Wahrhaftigkeit und
Offenheit gekennzeichnet sein.




Mathematik Schule Mathematikunterricht

(Bezugswissenschatft) (Bildungsaufgaben) (Beitrag zur Allgemeinbildung)

Kultur und Geschichte: Der Mensch als Wesen im kulturhistorischen Kontext

Mathematik begegnet uns als Die Schule soll dazu beitragen, Der Mathematikunterricht soll
e Sammlung von gel6sten und e eine kulturhistorische Bildung zu |e  bei der Planung und Durchfiih-
ungeldsten Problemen, die die vermitteln, die rung kulturelle und historische
Menschen in der Vergangen- in der Stiftung kultureller Koha- Bezuige und Zusammenhéange
heit beschéaftigten renz, und zwar durch Vermitt- als didaktische Aspekte be-
damit also als lung zentraler Ideen, ricksichtigen,
e  kulturhistorisches bzw. kulturelles und dem Kennen und Achten | hierzu soll er
Gebiet kultureller Werte e das Erlebnis der Genese von
und schlieRllich als besteht. Ideen und Begriffen ermogli-
e komplementares Phanomen chen,
von Produkt und Prozess e durch (nicht notwendig histo-

risch nachzeichnendes) Nach-
entdecken die Unterrichtsge-
genstande in historische Kon-
texte einbetten

und schlieBlich

¢ Mathematik als eine Disziplin
mit geistesgeschichtlichen
Komponenten erfahrbar ma-
chen.

2.2 Fundamentale Ideen der Mathematik als curriculare Strukturierungshilfe —
Wecken von Grundvorstellungen

Eine Forderung fur einen zukinftigen Mathematikunterricht, der die genannten Bildungsziele verwirklicht, lau-
tet, das Curriculum im Fach Mathematik starker als bisher sinnstiftend zu strukturieren. ,,Rote Faden* und Ver-
netzungen sind einzufordern, um dem Schubladenlernen vorzubeugen und den Schulerinnen und Schulern
eine sinnhafte und lernprozessférdernde Sequenzierung des Unterrichts zu ermdéglichen.

In diesem Zusammenhang wird neuerdings wieder an den alten Begriff der fundamentalen Ideen ange-
knupft, welche zu einer Zielorientierung fur Prozesse der Bildungsplanung beitragen sollen. Der Begriff geht auf

den amerikanischen Lernpsychologen Bruner zuriick:

... die Behauptung ..., dass die Grundlagen eines jeden Faches jedem Menschen in jedem Alter in irgendeiner
Form beigebracht werden kdnnen. Diese Behauptung mag zunachst tiberraschend klingen, aber sie soll einen
wesentlichen, beim Aufstellen von Lehrplanen oft ibersehenen Punkt unterstreichen, ndmlich dass die basalen
Ideen, die den Kern aller Naturwissenschaft und Mathematik bilden, und die grundlegenden Themen, die dem
Leben und der Dichtung ihre Form verleihen, ebenso einfach wie durchschlagend sind.*4

Der Begriff der fundamentalen Ideen ist zwar kontrovers diskutiert worden. Dennoch ist bei aller Verschiedenar-
tigkeit der Auffassungen ein gemeinsamer Kern dessen erkennbar geworden, was ,.fundamentale Ideen der

Mathematik* sein konnens>:

Fundamentale Ideen der Mathematik

4 Bruner [1970], S. 14.

5 Im Sinne von Schweiger [1992] oder von Schwill [1993].
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- sind aufzeigbar in der historischen Entwicklung der Mathematik,

- geben (zumindest partiell) Aufschluss iber das Wesen der Mathematik,

- sind, gewissermalen als Archetypen des Denkens, auch auerhalb der Mathematik auffindbar,
- sind hilfreich, curriculare Entwirfe des Mathematikunterrichts zu gliedern,

- sind geeignet, den Mathematikunterricht beweglicher und durchsichtiger zu gestalten.

Um nun fundamentale Ideen als curriculare Strukturierungshilfe fur den Mathematikunterricht verwenden zu
kénnen, entsteht die Frage nach konkreten derartigen Ideen oder gar nach den fundamentalen Ideen
schlechthin. Die didaktische Diskussion hierzu ist eher untbersichtlich und irritierend, z. T. widerspruchlich, und
es gibt auch andere Bezeichnungen wie ,,universelle Ideen* und ,,Kernideen*. Heymann [1996] gibt sechs
solcher Ideen an, die er ,,zentrale Ideen* nennt, namlich

die Idee der Zahl, des Messens, des funktionalen Zusammenhangs, des raumlichen Strukturierens, des Al-
gorithmus und des mathematischen Modellierens.

Diese Ideen erflllen die Kriterien fur fundamentale Ideen. Sie sind wegen ihrer Allgemeinheit und der zugleich
Uberschaubaren Anzahl geeignet, in knapper Form grundsatzliche inhaltliche Aspekte des Mathematikunter-
richts zu erfassen. Zugleich gibt es weitere Ideen, welche den Kriterien fur fundamentale Ideen genugen, bei-
spielsweise die Idee der Zahldarstellung, die Idee der Figur bzw. Form oder die Idee der Iteration, welche sich
aber im Konkretheitsgrad von denen Heymanns unterscheiden. Sie erscheinen allerdings gerade wegen ihrer
Konkretheit viel unterrichtsn&her.

Daher werden hier die fundamentalen Ideen auf zumindest zwei verschiedenen Ebenen mit unterschiedli-
chem Konkretisierungsgrad angesiedelt:

- auf allgemeiner Ebene: Zahl, Messen, funktionaler Zusammenhang, raumliches Strukturieren, Algorithmus
und moglicherweise weitere.

- auf konkreterer Ebene: Anderungsverhalten, Mittelwertbildung, Optimieren, Zahldarstellung, Annéherung,
Iteration und Rekursion, mathematisches Modellieren und Simulieren, Zufall, Figur—-Form-Muster, Koordinati-
sieren, Proportionalitat und Ahnlichkeit, Symmetrie usw.

Diese fundamentalen Ideen bieten Mdglichkeiten zur vielfaltigen Verknipfung. So ist eine fundamentale Idee
ein Gliederungselement fur Inhalte (vertikal), aber zusatzlich sind auch Verknipfungen zwischen fundamenta-
len Ideen zwingend (horizontal). Beispielsweise stitzt sich die Idee des Anderungsverhaltens insbesondere auf
die Ideen des Messens und des funktionalen Zusammenhangs.

Im Mathematikunterricht selber muss es auf konkreteren Ebenen darum gehen, tiber die Behandlung geeigne-
ter Themen, welche durchaus zu grofRen Teilen in dem bisherigen Themenkanon vorhanden sind, Grundvorstel-
lungen (s. unten) zu solchen Begriffen, Verfahren und Argumentationsmustern zu wecken, die mit diesen Ideen
zusammenhangen. Eine Hierarchisierung, bzw. lineare Strukturierung ist nicht moglich, da vielfaltige Beziehun-
gen und Verflechtungen vorliegen. So werden hier Begriffe, Verfahren und Argumentationsmuster zu den fun-
damentalen Ideen bewusst ohne Strukturierung genannt:

- Begriffe:
Ableitung, Term, Zahl, Zufall, Abbildung, Variable, Funktion, Gleichung, Grenzwert, Kurve, Symmetrie, Wahr-
scheinlichkeit, Vektor, Gerade, Punkt, Kongruenz, Matrix, MaR, Modell, Ahnlichkeit, Prognose, Integral, Dif-
ferenzierbarkeit, Stetigkeit, Folge, Winkel, Aquivalenz, Lésung, Stammfunktion, Mittelwert, Quotient, Propor-
tionalitat, ,,wahr — falsch*, ,,.Definition — Satz — Beweis, Koordinaten, ,,Konvergenz — Divergenz* usw.

- Verfahren:
Ableiten, Losen von Gleichungen, Ldsen, Integrieren, Dividieren, Approximieren, Konstruieren, Hypothesen
testen, Optimieren, Iterieren, Koordinatisieren usw.



- Argumentationsmuster:
»je — desto”, Hypothesen bilden, ,,wenn — dann*, Schlussregeln, im Besonderen das Allgemeine sehen,

Gegenbeispiele suchen, Falle unterscheiden usw.

Einerseits bilden fundamentale Ideen auf beiden Konkretheitsebenen eine curriculare Strukturierungshilfe fur
die Planung und Durchfiihrung von Mathematikunterricht, indem sie indirekt Uber die Auswahl von Themen
wirksam werden, ohne selbst explizit im Vordergrund stehen zu mussen. Andererseits kdnnen die Bildungsziele
eines solchermalien strukturierten Mathematikunterrichts nur dann erreicht werden, wenn die fundamentalen

Ideen auch selbst Gegenstand des Unterrichts werden — zumindest in einer Reflexionsphase.

SchlieBlich macht die historische Dimension der fundamentalen Ideen deutlich, dass es notwendig und niitz-
lich ist, kulturhistorische Aspekte der Genese von Begriffen, Problemen und Ideen in den Unterricht einflieRen zu
lassen, diesen damit auch vertikal zu strukturieren und damit eine historische Verankerung zu organisieren, die

zugleich eine Verankerung von Begriffen im Sinne der Lernpsychologie ist.

Iteration als Beispiel fur eine fundamentale Idee
Die Iteration als fundamentale Idee erfillt die oben genannten Kriterien:

- Die historische Entwicklung der Mathematik 1&Rt sich unmittelbar aus den Namen einiger iterativer Verfah-

ren wie Heron-Verfahren oder Newton-Verfahren aufzeigen.
- lterieren ist eine typische Vorgehensweise der Mathematik.

- Lebensweltliche Bemerkungen wie ,,Was ich morgen mache, hangt davon ab, was ich heute mache*
oder ,,Wenn ich nicht genau weil, wie es geht, probiere ich und verbessere* zeigen, dass Iterationen als
Archetyp des Denkens auch auBerhalb der Mathematik auffindbar sind.

Weil Iterationen in unterschiedlichen Teilbereichen (Horizontalkriterium) und unterschiedlichen Niveaustufen
(Vertikalkriterium) des Mathematikunterrichts auftreten, sind sie tragféahig, um curriculare Entwurfe zu gliedern
und damit den Mathematikunterricht beweglicher und durchsichtiger zu machen.

In Bezug auf das Vertikalkriterium lassen sich drei unterschiedliche Strange denken, die sich jeweils durch alle

Jahrgangsstufen hindurch ziehen:

- L6sen von Gleichungen (Heron, Newton),

- Iteration geometrischer Abbildungen,

- Uber diskrete Wachstumsmodelle zu Systemen von Differenzengleichungen (Modellbildung).

Neben der Verwendung von Iterationen als Hilfsmittel zur Problemldsung sollten diese in einem zweiten Schritt
auch als eigenstandige Objekte untersucht und klassifiziert werden, etwa durch Betrachtung des Langzeitver-

haltens.

In Bezug auf das Horizontalkriterium lassen sich bei der Behandlung von Iterationen vielfaltige Querbeziige zu
anderen fundamentalen Ideen und Begriffen herstellen. So erfahrt der Funktionsbegriff durch die Gegeniber-
stellung des Zuordnungsaspektes ( y = f(x); xn =f(n); Xn =f(x,_1) ) und des Objektcharakters von f(x) (z.B.
f(f(x)) ) eine Ausschéarfung, ebenso der Begriff der Losung durch Vergleich von numerischen und analytischen
Losungen; die Behandlung von Fraktalen vertieft Symmetrie und Symmetrisierung; Selbstahnlichkeit, als Invari-
anz gegenuber Grollenveranderung betrachtet, stellt einen Bezug zu den anderen - tradierten — Invarianzen
her; Differenzengleichungen zeigen eine alternative Behandlung von Anderungsverhalten auf, und ihre
Weiterfuhrung zu dynamischen Systemen stellt ein gehaltvolles Beispiel fir Modellbildung dar, die selbst
wiederum iterativen Charakter hat. Die Behandlung von Iterationen fordert somit wesentlich den

Aspektreichtum von Mathematik.



In der — ohne Rechner — aufwendigen Berechnung von Iterationen und der damit einhergehenden schweren
Zugéanglichkeit der Besonderheiten (Langzeitverhalten) liegt der wesentliche Grund dafir, dass Iteration — ob-
wohl fundamentale Idee - in bisherigen Curricula nur singuléares Additivum war. Heute kénnen die schnelle
Verfugbarkeit und variable Darstellungsart von Daten sowie die Variationsmdglichkeit von Parametern expe-
rimentelle und heuristische Verfahren fordern; pragend ist ein gleichberechtigtes Wechselspiel von numeri-
schen, grafischen und analytischen Verfahren. Damit ermdglicht die Behandlung von Iterationen, nicht zuletzt
durch den - zumindest auf Schulniveau — nicht méglichen analytischen Abschluss, das Aufbrechen erstarrter
methodischer Gepflogenheiten.



Grundvorstellungen

Als Mittler zwischen den fundamentalen Ideen und den konkreten unterrichtlichen Themen sind die Grundvor-
stellungen zu Begriffen, Verfahren und Argumentationsmustern anzusehen. Im Grundvorstellungsbegriff lassen
sich sowohl sachlogische als auch lernpsychologische Aspekte erfassen, indem Beziehungen zwischen ma-
thematischen Inhalten und individueller Begriffsbildung beschrieben werdens:

- Der Sinn eines Begriffes wird durch Anknipfung an bekannte Sach- oder Handlungszusammenhange bzw.

Handlungsvorstellungen konstituiert.

- Entsprechende (visuelle) Repréasentationen bzw. ,,Verinnerlichungen*, die operatives Handeln auf der

Vorstellungsebene ermdéglichen, werden aufgebaut.

- Die Fahigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Wirklichkeit wird angestrebt, indem die entsprechen-
den Struktur in Sachzusammenhangen erkannt oder indem das Sachproblem mit Hilfe der mathemati-

schen Struktur modelliert wird.

Die Orientierung an den fundamentalen Ideen ergibt den normativen Aspekt der Grundvorstellungen. So sind
z.B. angemessene Grundvorstellungen von Anderungsverhalten, Steilheit, Anstieg und Annaherung als Voraus-
setzung fur einen sinnhaften Umgang mit dem Ableitungbegriff notwendig. Oder: Zu einem sinnhaften Umge-

hen mit Termen gehoéren angemessene Grundvorstellungen von Variablen, Gleichheit, Aquivalenz, Symmetrie

usw.

Lernpsychologisch nimmt die Grundvorstellungsidee klar einen konstruktivistischen Standpunkt ein. Grundvor-
stellungen wachsen, entwickeln sich, erganzen sich gegenseitig und haben daher einen dynamischen Cha-
rakter. Dieser zweite, deskriptive Aspekt fordert die Einbeziehung der Schiilerinnen und Schiler als Subjekte in
den reflektierenden Umgang mit ihren Verstehensprozessen. Grundvorstellungen entwickeln sich tber subjekti-
ve Erfahrungsbereiche’. Letztere sind bereichsspezifisch, nicht hierarchisch geordnet, bilden sich auf Grund

von Handlungen und deren Sinnzusammenhang, und sie sind nicht bereichsunabh&ngig aktivierbar.

Sieht man das Lernen von Mathematik als Ausbilden von Grundvorstellungen zu Begriffen, Verfahren und Ar-
gumentationsmustern, so ergeben sich Konsequenzen sowohl in der curricularen als auch in der unterrichtli-
chen Vorgehensweise: Angemessene Grundvorstellungen kdnnen sich nur bei hinreichender Aspektvielfalt
entwickeln. Somit sollte ein Curriculum nicht an streng linear und hierarchisch geordneten Inhalten ausgerich-
tet sein, sondern muss sich an sinnhaften Strukturierungsaspekten wie denen der fundamentalen Ideen orien-

tieren.

Unterrichtlich lasst sich ein reines Vermittlungskonzept nicht rechtfertigen. Die deskriptive Erfassung von indivi-
duellen Vorstellungen von Schilerinnen und Schiilern und deren konstruktive Aufarbeitung zur Ausbildung von
angemessenen Grundvorstellungen muss neben dem Vermitteln eines sicheren Umganges mit mathemati-
schen Symbolen und Modellen zentral fir den Unterricht werden. Die Rolle der Lehrenden verschiebt sich ver-

starkt von der eines reinen Experten des Fachwissens zu der eines Experten des Lernprozesses.

6 Vom Hofe [1995], S. 97.

7 Nach Bauersfeld in Dorfler [1985], S. 11 ff.
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2.3 Die beiden Aspekte der Mathematik

Mathematik ist nicht nur ein reines Spiel des Geistes, sondern bezieht ihre Motive und ihren Sinn in gleichbe-
rechtigter Weise auch aus auflermathematischen Problemen. In diesem Sinne wird die Mathematik von zwei
Aspekten gepragt:

- Mathematik als Sprache mit innermathematischen Begriindungs- und Exaktheitsstandards,

- Mathematik als Sprache zur Beschreibung von Welt (Anwendung von Mathematik, Modellierungsas-
pekt).

Das Charakteristische der Mathematik liegt darin, dass sie einerseits — als erfahrungsunabhangige Wissenschaft
- ihre spezifischen Theorien- und Begriffsbildungen hat, andererseits aber ein historisch immer bedeutsamer
und umfangreicher werdendes Instrument zur Beschreibung, Prognose und Gestaltung aulermathematischer
Gegenstande ist. Hierbei hat sich immer wieder gezeigt, dass beide Aspekte sich gegenseitig durchdringen.

Dass ein Curriculum Fragen, Probleme und Inhalte beider Aspekte und ihrer Durchdringung in zentraler Weise
thematisieren muss, hat neben mathematischen auch padagogische Grinde:

Jede Beschreibung von Welt stellt eine Reduktion dar.
Jede Beschreibung von Welt ist menschengemacht und kdnnte eventuell auch ganz anders sein.
Jede Beschreibung von Welt ist unsicher.

Dieser Sachverhalt wird durch die Begriffe ,,Modell*“ und ,,Modellierung* erfasst. Zu erkennen, dass jede Be-
schreibung von Welt das Verwenden oder Bilden eines Modells ist, gehért zu den nicht immer eingeldsten Bil-
dungswerten des Gymnasiums.

So, wie der Biologe, der das Verhalten einer Population beschreibt, der Physiker, der die unbelebte Natur un-
tersucht, der Historiker, der geschichtliche Ereignisse aus Quellen rekonstruiert und deutet, der Musiker und
Maler, der Gefiihle durch Musik oder Malerei ausdriickt, Modellbildung betreibt, so ist auch das ,,GielRen* ei-
nes Sachverhaltes in Formeln (Mathematisierung) eine spezifische Art des Modellbildens. Nie ist aber das, was
beschrieben wird, identisch mit dem Original.

Um bei den Lernenden eine angemessene Vorstellung bzgl. des Modellhaften jeder Erkenntnis zu erzeugen, ist
es notwendig, Unterrichtssequenzen zu gestalten, in denen der Zyklus (Realitat - Realmodell » mathemati-
sches Modell — innermathematische Losung — Interpretation und Uberpriifung an der Realitat) iterativ durch-
laufen wird, in denen es also zu einem standigen Wechselspiel von Mathematik und Realitat kommt, so dass
das reduktive Element von Modellierungen und ihre prinzipielle Unabgeschlossenheit deutlich werden. Nur lose
verbundene, statische Anwendungen fertiger Modelle wirken wenig sinnstiftend, sie stellen nur einen, wenn
auch wichtigen Teil des Modellbildungsprozesses dar. Reflexionen der in diesem Zusammenhang auftretenden
innermathematischen Inhalte kbnnen und sollten dann Ausgangspunkt flr innermathematische Theoriebildun-
gen sein, deren Ergebnisse dann wieder u. U. weitere bzw. bessere Modellierungen erméglichen kénnen. Dar-
Uber hinaus ist allerdings zu beachten, dass mathematische Theoriebildung auch einen Bildungswert an sich
darstellt, sie bedarf somit nicht zwingend der vorgangigen Verankerung in auBermathematischen Fragestel-
lungen. Ihr Nutzen bzgl. solcher Fragen sollte aber in einem zweiten Schritt deutlich gemacht werden.

Kalkile (Termumformungen, Losen von Gleichungen usw.) gehéren zu beiden Aspekten und spielen von daher
sicher eine zentrale Rolle; die Moglichkeit der Kalkilisierung ist ja gerade ein Spezifikum der Mathematik. Das
Finden von Kalkilen gehort somit zu den bedeutsamen Inhalten des Mathematikunterrichts. Ein Mathematik-
unterricht aber, der die Verwendung von Kalkilen unter rein syntaktischen Gesichtspunkten in den Vorder-
grund stellt und zum Schwerpunkt macht, erméglicht nie die hinreichende Erfahrung auch nur eines der bei-
den zentralen Aspekte; die Dominanz des Syntaktischen fuhrt zu einer Entkopplung von Semantik und Pragma-
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tik. Ein Mathematikunterricht, in dem das Abarbeiten von Kalkiilen dominiert, verfehlt damit sein Ziel, er macht
wenig oder gar keinen Sinn.

Strukturbildend fur Unterricht darf nicht eine Hierarchie von Kalkulen sein, denen inner- und auflermathemati-
sche Inhalte untergeordnet sind — quasi als Anwendung von Kalkilen —, sondern umgekehrt: Leitfaden missen
innermathematische Probleme und Theoriebildung und das sukzessive ,,Einfangen* bedeutsamer Probleme
der auBermathematischen Realitat sein. Taschencomputer mit ihren grafischen, numerischen und algebrai-
schen Mdglichkeiten unterstiitzen dabei die zentrale Behandlung beider Aspekte, weil ihre entlastende Funkti-
on bzgl. des syntaktischen Bereichs (Termumformungen usw.) das verstarkte Herausarbeiten des semantischen
und pragmatischen Gehalts mathematischen Handelns ermdglichen.

2.4 Angestrebte Fahigkeiten, Einstellungen und Verhaltensweisen der Schilerinnen und Schiler

Mit den inhaltlich bezogenen Beitragen des Mathematikunterrichts zur Allgemeinbildung (siehe Kap. 2.1) sind
angestrebte Fahigkeiten, Einstellungen und Verhaltensweisen der Schilerinnen und Schiler verknupft. Die
nachfolgende Zusammenstellung enthalt sowohl charakteristische Eigenschaften mathematischen Tuns als
auch fundamentale Aspekte menschlichen Lebens:

Kreativitat: Der Mensch als schépferisches, erfinderisches, spielerisches Wesen

Schilerinnen und Schiler sind fahig und dazu bereit, Situationen zu erkunden, zu variieren, fortzusetzen und zu
transferieren. Dabei kbnnen sie Beziehungen, Muster, Strukturen entdecken, Hypothesen aufstellen und Alter-
nativen entwickeln, selbstandig Losungswege und Beweise finden sowie mit Fehlern kreativ umgehen.

Erkenntnis: Der Mensch als nachdenkendes, nach Grinden, Einsichten suchendes Wesen

Schilerinnen und Schuler sind fahig und dazu bereit, zu fragen und zu begriinden. Dabei kdnnen sie logisch
argumentieren, Beweise prifen, Inhalte und Methoden bewerten und Hypothesen testen. Sie kbnnen subjektiv
bedingte von objektiven Sichtweisen unterscheiden, und sie sind bereit, sich an Vereinbarungen (Definitionen)
zu halten.

Anwendung: Der Mensch als gestaltendes, wirtschaftendes, Technik nutzendes, Verantwortung tragendes
Wesen

Schilerinnen und Schiler sind fahig, reale Situationen der Umwelt zu mathematisieren, indem sie die Situation
etwa durch Aufnahme von Daten erfassen und beschreiben, ein mathematisches Modell bilden, L6sungsver-
fahren auswahlen und durchfiihren sowie die sich ergebenden Schlussfolgerungen anhand der Ausgangssitu-
ation interpretieren und Uberprifen.

Sprache: Der Mensch als sprechendes, kommunizierendes Wesen
Schilerinnen und Schiuler sind fahig, Sachverhalte und Gedanken zu verbalisieren, zu préazisieren, zu visualisie-
ren oder zu formalisieren.

Individuum und Gemeinschaft: Der Mensch als wahrnehmendes, empfindendes und soziales Wesen
Schilerinnen und Schiler sind dazu bereit, eine Fragehaltung zu entwickeln und sind motiviert, sich anzustren-
gen und Loésungen zu suchen. Sie sind bereit, eigene Denkvorgange anderen zu vermitteln und mit ihnen wei-
terzuentwickeln, dabei anderen zuzuhéren und andere Auffassungen zu akzeptieren, sich an Ubereinkiinfte zu
halten sowie mit eigenen und fremden Fehlern verniinftig umzugehen. Ferner sind sie dazu bereit, Verantwor-
tung fur sich und andere zu ibernehmen und Toleranz zu Uben. Die Erziehung zur Selbstandigkeit ist ein Ziel
auch des Mathematikunterrichts.

Kultur und Geschichte: Der Mensch als Wesen im kulturhistorischen Kontext
Schulerinnen und Schiler sind sich der kulturellen und historischen Verankerung der Mathematik bewusst, weil

12



sie im Unterricht die Genese von Begriffen und Verfahren sowie eine historische Verankerung von Situationen
erfahren haben.

Die beiden letztgenannten Qualifikationen sind eher dem affektiven Bereich zuzuordnen, wahrend zum kogni-
tiven Bereich die ersten vier ausgefuhrten Fahigkeiten gehoren. Letztere sind eng verbunden mit den folgen-
den geistigen Grundtechniken; mit ihnen verschatfft sich der Mensch Wissen, Ordnung und Ubersicht:

- Wissenserwerb und Wissensverwaltung,

- Klassifizieren, Spezialisieren, Generalisieren,
- Ordnen, Sortieren, Strukturieren,

- Analogisieren, divergentes Denken,

- Analysieren, Synthetisieren.

Fur die Gestaltung eines Mathematikunterrichts, der die aufgefiihrten Qualifikationen und die mit ihnen ver-
bundenen verhaltensbezogenen Ziele optimal férdert, sollen Unterrichtsmethoden und —-formen gewahlit wer-

den, die den gewilnschten Lernprozess unterstitzen.

2.5 Bedingungen fur den Lernprozess

Wurden bis jetzt Grundsatze zur curricularen Strukturierung (fundamentale Ideen, Grundvorstellungen, die bei-
den Aspekte der Mathematik) benannt, so geht es nunmehr darum, wie diese unter Beachtung der wiin-
schenswerten Fahigkeiten der Lernenden verwirklicht werden kénnen. Dazu gehdrt eine Optimierung der Un-

terrichtsform und eine veranderte inhaltliche Gestaltung.

2.5.1. Erfahrung statt Belehrung
Entdeckender Unterricht

Zuzuhéren und fremde Gedankengéange zu verarbeiten, ist sicher ein wichtiges Unterrichtsziel. Wenn jedoch
Schilerinnen und Schiilern mathematische Kenntnisse nur ,,vermittelt* werden, werden sie in eine Passivitat
gedrangt, die dem Ubergeordneten Bildungsziel ,,Erziehung zur Mindigkeit* nicht entspricht.

Die Lernenden verfuigen uUber vielfaltige Vorerfahrungen. Sie kébnnen und sollen als Aktive an den Stoff heran-
geflihrt werden. lhre Entdeckungsfreude und ihre Kreativitat missen geférdert werden. Sie sollen Mathematik
selber erfahren kdnnen und nicht Uber sie belehrt werden. Dies fuhrt zu einer Individualisierung des Lernens:
Wie kann sich ein Lernprozess anders als individuell ereignen?

Es ist auf Dauer nicht wirkungsvoll, Schilerinnen und Schilern alles vorab kleinschrittig erklaren zu wollen. Der
Lernprozess ist effektiver, wenn die Lernenden Problemlésungen als Uberwindung erlebter Schwierigkeiten er-
fahren.

Immer wieder wird betont, dass in der Schule das Lernen gelernt werden musse. Dieses Unterrichtsziel wird
durch rein demonstrierenden Mathematikunterricht nicht erreicht.

Obwohl sich selbstverstandlich nicht der gesamte Stoff in entdeckendem Unterricht behandeln lasst, so mus-
sen gleichwohl die Phasen entdeckenden Lernens ausgebaut werden.
Produktive Lernumgebungen

Wenn der Mathematikunterricht einseitig auf reproduzierendes und reorganisierendes Denken ausgerichtet ist,
wird zwar das rezeptive Lernen geférdert, das angestrebte produktive Denken aber eher verhindert. Produkti-
ves Lernen entsteht nicht von selbst. Daher sind produktive Lernumgebungen zu schaffen. Hierzu gehért bei-
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spielsweise, dass man fir den Satz des Pythagoras nicht nur ein einmaliges Verstandnis anstrebt und ihn dann
nur noch anwendet, sondern flr den Satz ein vielfaltiges Verstandnis auf unterschiedlichen Ebenen zu errei-
chen sucht. Ebenso gehort dazu, Schillerinnen und Schillern Zeit und MuRe fiir eigene Denkiibungen zu lassen.
Viel unverstandener Stoff blockiert die Entfaltung von Selbsttatigkeit.

Produktive Lernumgebungen sind ohne Eigentatigkeit undenkbar. Sie fihren zu Selbstandigkeit und Eigenver-
antwortlichkeit der Schulerinnen und Schiiler. Ferner sind produktive Lernumgebungen unabdingbar fur ange-
strebte Transferleistungen. Transfer stellt sich nicht von selbst ein, auch nicht, wenn die Situation, von der er
ausgehen soll, gut verstanden wurde. Transfer muss bewusst geiibt werden.

Wider das Schubladendenken, fur die Aspektvielfalt

Fehlende Vorkenntnisse der Schilerinnen und Schuler kbnnten Lehrkrafte dazu verleiten, das ,,Schubladen-
denken* zu intensivieren. Hierdurch wird vielen Lernenden die Mdglichkeit zur Sinnfindung entzogen. Die Eintei-
lung des Stoffes in Schubladen wirkt sich auf das Verstandnis, auf das Interesse und auch auf die Fahigkeit der
Lernenden zur Modellierung negativ aus. Schulerinnen und Schuler haben unnétig Schwierigkeiten, wenn sie
standig rein mechanisch Verfahren lernen miussen, die alle voneinander isoliert sind und die deshalb auch
kaum miteinander zu verknupfen sind.

Deshalb ist der Stoff vielfaltig zu vernetzen und darf auf keinen Fall segmentiert bleiben. Gleichwohl sind bei
der Erstbegegnung Schwierigkeiten zu isolieren. Eine Vernetzung nehmen Schilerinnen und Schiiler nicht selb-
standig vor. Im Gegenteil: Lerninhalte bleiben an den Kontext der Erstbegegnung gebunden. Kognitive Konflik-
te werden nicht wahrgenommen, wenn die Inhalte in unterschiedlichen Kontexten vorliegen. Ein wesentlicher
Aspekt des Lernens besteht darin, solche Kontextgrenzen zu tiberwinden.

Es sind Ubungen zu entwickeln, die neue Zusammenh&nge erkennen lassen, die Kontexte variieren, die Ver-
bindungen zu anderen Inhalten des Mathematikunterrichts herstellen. Insbesondere entsteht durch die Anrei-
cherung mit mathematischen Querbeziigen und durch die bewusste Betonung von Aspektvielfalt die M6g-
lichkeit, innermathematisch motivieren zu kbnnen. Die hierbei auftretenden Schwierigkeiten und Probleme der
Schulerinnen und Schiler kdnnen eine fruchtbare Grundlage fir effektiven Unterricht sein.

Die Lernenden miussen erfahren, was sie kdnnen.

Im Unterricht soll den Lernenden deutlich werden, welche Lernzuwé&chse erreicht wurden und welche Fahigkei-
ten ausgebildet sind. Hierdurch werden Selbstbewusstsein und Zutrauen der Schulerinnen und Schuler gefor-
dert. Dies wirkt sich bei neuen Herausforderungen positiv aus.

Konstruktiver Umgang mit Fehlern

Jeder Mathematiker weil} aus eigener Erfahrung, dass aus Fehlern Erkenntnisse gewonnen werden kdnnen.
Wenn Lehrkrafte gegeniber Fehlern allein die Einstellung vertreten, dass sie zu vermeiden seien, wird ein wich-
tiger Erkenntniszugang verschlossen. Fehlerhafte Gedanken der Schulerinnen und Schuler sind ernst zu neh-
men. Offen und konstruktiv darauf einzugehen, ist fur die Lernenden hilfreicher, als fehlerhafte Gedanken bloR
mit ,,Falsch!* abzuqualifizieren.

Die Geschichte lehrt, dass Fehler relativ sein kbnnen. Aus heutiger Sicht sind die Elemente von Euklid nicht ma-
kellos, viele Schlusse von Euler sind ohne zureichende syntaktische Grundlage, Leibniz rechnete mit seinen
Differentialen so, wie es den Schilerinnen und Schiilern verboten wird usw. Auch Inhalte der heutigen Hoch-
schulmathematik werden vermutlich einmal als lickenhaft, womdoglich gar in Teilen als fehlerhaft gelten.

2.5.2 Weniger Syntax, mehr Semantik!

Wider das formale syntaktische Uben
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Durch reproduktives Abarbeiten von ,,Aufgabenplantagen* werden keine Fahigkeiten geférdert, hdchstens
instabile und lokal begrenzte Fertigkeiten. Dies zeigt sich, wenn der Kontext der Aufgabenplantagen nur leicht
variiert wird. Durch die Uberbetonung des Syntaktischen kann sogar das inhaltliche Denken behindert werden;
dieses zeigt sich z.B. daran, dass nach langen Ubungsphasen zu quadratischen Gleichungen auch X = 4 mit
der Losungsformel geldst wird. Sinnentleerte Kalkilibungen klaren keine Schwierigkeiten der Lernenden, son-
dern wiegen diese in falscher Sicherheit.

Mathematik erschopft sich nicht in Syntax

Mathematik besteht nicht nur aus Termumformungen bzw. dem Abarbeiten von Kalkiilen. Die Verengung auf
den syntaktischen Aspekt liefert ein falsches Bild von Mathematik. Auch im nicht anwendungsorientierten Ma-
thematikunterricht geht es um Inhalte. Deshalb ist auf die inhaltiche Bedeutung mathematischer Begriffe ein-
zugehen. Beispiel: Die Frage nach der vielfaltigen Bedeutung des Differentialquotienten ist viel wichtiger als
das Beherrschen der Ableitungsregeln.

Die Fahigkeit zum sinnvollen und verstandigen Gebrauch des mathematischen Formalismus stellt sich nicht von
selbst ein; hierzu muss in vielfaltiger Weise angestiftet und angeleitet werden.

Schwierigkeiten mit Syntax und Semantiks

Syntaktisch gleich aussehende Terme haben keineswegs immer gleiche semantische Bedeutung; dieses muss
thematisiert werden. Die Bedeutung der Terme ist nicht selbsterklarend; so werden h&ufig die gleichen Zeichen
als Operationszeichen und als Bestandteil von Zahlnamen benutzt. Generell kbnnen Formeln sowohl| Prozesse
als auch Resultate von Prozessen darstellen. Mit Buchstaben werden keine Objekte bezeichnet, sondern den

Objekten zugeordnete Zahlen.

Zu beachten ist auch, dass Schulerinnen und Schiller ganz unterschiedliche Grundvorstellungen zu Variablen
haben:

- Sie kdnnen fur unbekannte Zahlen stehen. Beispiel: x + 1 = 2 ; gesucht ist x.
- Sie kdnnen Platzhalter fur Zahlen sein. Beispiel: a+ b =b + a.

- Sie kdnnen bedeutungslose Zeichen sein, mit denen nach gewissen Regeln verfahren werden darf. Bei-

spiel: Umformungvona+b=c zu a=c-b.
- Sie kdnnen Veranderliche sein. Beispiel: Wenn sich x verdoppelt, halbiert sich y.

Die Abgrenzung der Aspekte ist nicht scharf. Haufig sind mehrere gleichzeitig zu beachten, und Termumfor-
mungen kdnnen nicht auf einen einzigen reduziert werden. Die Verschiedenheit der Grundvorstellungen bietet
die Mdglichkeit, das Schillern des Variablenbegriffs methodisch fruchtbar zu machen. Es ist sinnvoll, im Unter-
richt bewusst die Aspekte zu wechseln, beispielsweise Formeln funktional zu deuten. Beispiel: Esseia =b + c.
Wie &ndert sich a, wenn b wachst und c konstant bleibt? Dass von hdherer Warte aus diese verschiedenen

Aspekte vereinheitlicht werden kdnnen, hilft Schilerinnen und Schilern wenig.

Auch zu Funktionen gehoren unterschiedliche Grundvorstellungen. Mitunter ist der statische Aspekt der ele-
mentweisen Zuordnung bedeutungstragend, in anderen Situationen ist es mehr der dynamische Aspekt ( Bei-
spiel: Einer Anderung von x entspricht eine Anderung von f(x) ).

Man kann sich beim Lésen von Gleichungen auf das unbekannte Objekt x beziehen (wenn 2x = 8 ist, ist 8 das
Doppelte der gesuchten Zahl, also ist x = 4), man kann sich aber auf einer h6heren Ebene auch auf die Glei-
chung beziehen (man darf beide Seiten einer Gleichung durch 2 teilen). Naturgeman wird die erste Erklarung

8 Nach Malle [1993].
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viel besser verstanden. Das bedeutet nicht, auf Erklarungen der zweiten Art zu verzichten; diese haben aber
einen abstrakteren Charakter. Die Fachsprache muss sich allméahlich aus der Schulersprache entwickeln.

Beim Umformen algebraischer Ausdriicke und damit auch beim Lésen von Gleichungen erweist es sich als
sinnvoll, zwischen syntaktischen Umformungsregeln und heuristischen pragmatischen Regeln (Beispiel: x isolie-
ren) zu unterscheiden (beispielsweise, indem man zunéchst ziellos und spielerisch umformen l&sst). Auch diese
Unterscheidung nehmen Schilerinnen und Schuler haufig nicht selbstandig vor.

2.5.3. Zum Aufbau von Verstandnis
Verallgemeinerungen entstehen langsam

Viele mathematische Begriffe entstehen durch Verallgemeinerung. Damit ein Begriff gut gebildet wird, muss —
gerade in der Anfangsphase — haufig ein intensives Wechselspiel zwischen der konkreteren und der abstrakte-
ren Ebene stattfinden. Wird zu schnell abstrahiert, so verselbstandigt sich das Formale; die Schilerinnen und
Schiler lernen dann nicht durch Einsicht, sondern durch Anpassung. Zu schnelle Abstraktion verwehrt den Ler-
nenden den inhaltlichen Zugang zur Mathematik.

Kognitive Konflikte setzen Kognitionen voraus

Haufig ist zu beobachten, dass Schilerinnen und Schuler ein Losungsverfahren rezeptartig und unreflektiert
anwenden. Allenfalls wird gefragt: ,,Habe ich das Verfahren richtig angewendet?“, kaum ,,Habe ich das rich-
tige Verfahren angewendet?* oder gar ,,Ist das erhaltene Ergebnis sinnvoll und aussagekraftig? Das Fehlen
von Reflexion fuhrt dazu, dass keine Kognitionen aufgebaut werden. Dann lassen sich diese Schilerinnen und
Schiler auch nicht durch kognitive Konflikte ansprechen. Sie warten darauf, dass Leistungsstarke die fur sie
unverstandlich gebliebenen Probleme I16sen, um daraus resultierende Lésungsverfahren wiederum ,,blind“
anwenden zu kdnnen. Gleichwohl kann der Aufbau kognitiver Konflikte in vielen Fallen ein wirkungsvolles Mittel
zur Motivation sein.

2.5.4. Genetischer Mathematikunterricht
Wider die einseitige Betonung der Methoden zuungunsten der Objekte

Mathematikunterricht soll interessante Objekte thematisieren, zu deren Untersuchung geeignete Methoden
entwickelt werden. Der Unterricht verfehlt sein Ziel, wenn das Einiben von Methoden in den Mittelpunkt ge-
stellt wird und aus Zeitmangel nur triviale Objekte bearbeitet werden.

Wider das Lernen auf Vorrat

Es hat sich als sinnlos erwiesen, vorab alle diejenigen Methoden zu entwickeln und deren Gebrauch einzu-
Uben, die spater einmal benutzt werden sollen. Ein solcher Unterricht erweist sich weder als interessant noch als
effektiv, da die Methoden beim Studium der Objekte dann doch nicht zur Verfligung stehen. Sinnvoller ist es,
die notwendigen Methoden nach Bedarf zu entwickeln. Dies schlie3t nicht aus, den Lehrstoff methodisch zu
strukturieren, um die Uberlagerung von Schwierigkeiten zu vermeiden.

Der Mathematikunterricht muss genetisch vorgehen

Der Mathematikunterricht ist haufig rein stofflich geordnet und strukturiert. Einsicht in innermathematische Stoff-
strukturierung setzt aber voraus, den Stoff gut zu kennen. Dies ist naturgemalf bei Schilerinnen und Schilern
nicht der Fall, insbesondere nicht wahrend der Erstbegegnung. Wird der Stoff trotzdem rein innermathematisch
strukturiert, werden Lernende massiv daran gehindert, selber aktiv inr mathematisches Wissen zu strukturieren.
Deshalb muss der Mathematikunterricht genetisch-entwickelnd vorgehen.
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Die Inhalte des Mathematikunterrichts sind in die Ideengeschichte einzubinden. Die Irrationalitat der Diagona-
lenl&ange ist zum Beispiel kein kurioses und uninteressantes Faktum, sie muss vielmehr an dieser Stelle bisherige
Uberzeugungen der Lernenden erschiittern. Chancen, exemplarisch historische Beziige herzustellen, sind zu
nutzen.

Wenn ein Bereich erkundet ist, empfiehlt sich eine Riuickschau; dabei wird der Stoff systematisch strukturiert.
Dies Hinzukommen an Systematik muss als Erkenntnisgewinn erfahren werden. Hierzu sollte auch gehéren, fun-
damentale Ideen und heuristische Strategien zu thematisieren.

2.5.5. Problemorientierung

Zur Entwicklung der Denkfahigkeit gehort es, dass Schilerinnen und Schiuler lernen, selbst Probleme zu finden:
,»Kultur ist Reichtum an Problemen* (Egon Friedell). So ist auch in der Mathematik ein gutes Problem (fast) mehr
wert als seine Losung. Den Lernenden werden zu haufig Fragen und Probleme nur von Lehrenden vorgege-
ben; dadurch werden sie in die Passivitat gedrangt.

Wege zu guten Problemen sind im Prinzip bekannt: Fragen werden variiert, erweitert, Probleme erzeugen An-
schlussprobleme. Auch offene Aufgaben kdnnen Schilerinnen und Schuler zum Aufbau einer Fragehaltung

anregen.

Beim problemorientierten Unterricht ist darauf zu achten, dass die sich anschlielenden Suchprozesse nicht zu
eng angelegt sind und dass die Lernenden Gelegenheit haben, ihr bereits erworbenes Wissen auf Brauchbar-
keit zu tiberprufen. Obwohl das Einiben konvergenter Denkprozesse unverzichtbar ist, ist zum Losen von Prob-
lemen divergentes Denken erforderlich.

Werden Probleme aus der auRermathematischen Welt bearbeitet, so sind die Losungen zwar im rein innerma-
thematischen Kontext richtig oder falsch, im Welt-Kontext aber héchstens angemessen oder unangemessen.

2.5.6. Anwendungsorientierung

Lernende sind an der Welt interessiert. lhre Neugier verkimmert im Mathematikunterricht, wenn er diesem Inte-
resse nicht entgegenkommt. Daher gehéren auch Themen, die nicht genuin mathematisch sind, in den Ma-
thematikunterricht, und zwar nicht nur als Stundeneinstiege. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass sich nicht alle
Schilerinnen und Schuler gleichermaRen fur alle Gegenstande der Welt interessieren. Der Bezug zur Welt bleibt
sinnlos, wenn der Mathematikunterricht nicht den konkreten Erfahrungsraum, nicht das Weltbild bereichert.

Bei der Behandlung nicht genuin mathematischer Themen entsteht ein Ubersetzungsproblem zwischen der
naturlichen Sprache und der Sprache der Mathematik. Die gleichzeitige Verarmung und Bereicherung, die
beim Ubergang von einer gemeinsprachlichen zu einer formalsprachlichen Beschreibung stattfindet, kann und
muss Schilerinnen und Schilern erfahrbar gemacht werden. Diese unverzichtbare Erfahrung gehort zu den

konkret zu benennenden Elementen von Bildung.

Ebenso unverzichtbar ist die Beurteilung des Einsatzes von Mathematik in der Welt. Solche Beurteilung ist not-
wendig, um unkritischer Wissenschaftsglaubigkeit vorzubeugen. Ein wichtiges Beispiel ist die Beurteilung von
Prognosen. Schillerinnen und Schiler mussen die jedweder Prognose innewohnende Problematik erfahren
haben. Anderenfalls wird das Gibergeordnete Bildungsziel ,,Anleitung zum kritischen Vernunftgebrauch* ver-
fehlt. Auch hier handelt es sich um ein Element von Bildung.

2.5.7. Konflikt der Ideale

Dem zu geringen Stellenwert sowohl des schulischen Lernens

als auch der Wertschatzung des Lehrberufs in der Gesellschaft,

der nicht ausreichenden Wahrnehmung der gesellschaftlichen Verantwortung
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fur Bildungsanstrengungen und dem Bedeutungsverlust von Bildung
muss von allen am LernprozeR Beteiligten (und nicht nur von den Lehrern)
eine ,,Kultur der Anstrengung*“ entgegengesetzt werden.?

Eltern sowie Lernende verlangen vorrangig nach Lehrererklarungen. Diese haben im Unterrichtsgeschehen
sicher auch ihre Berechtigung. Allerdings durfen dadurch die Schulerinnen und Schiler nicht in eine passive
Rolle gedrangt werden, sondern mussen weiterhin zu eigenstandigem Denken gefuhrt werden. Jeder Lernpro-
zel setzt jedoch Eigenaktivitat und die Bereitschaft, lernen zu wollen, voraus. Lernen erfordert Anstrengung und
Durchhaltevermégen. Deshalb muissen alle am Lernprozef; Beteiligten eine neue Anstrengungskultur entwi-
ckeln. Eine scheinbar schulerfreundliche Schule ohne entsprechende Qualitatsanforderungen ist schule-

runfreundlich, weil sie die Lernenden nicht auf die Zukunft vorbereitet.

Alle in 2.5 beschriebenen Gesichtspunkte der Unterrichtsgestaltung erfassen Angebote, die Lernbereitschaft zu
fordern und individuelle Lernschwierigkeiten zu verringern. Es ist jedoch nicht immer maglich, alle Schilerinnen
und Schiler zu erreichen. Umso mehr ist es notwendig, dass sich die Lernenden altersentsprechend ihres eige-

nen Beitrags zum Lernprozel? bewul3t werden.

Eltern sowie Schilerinnen und Schiler missen Uber die angestrebten Ziele des Mathematikunterrichts im Hin-

blick auf die Bildungsziele des Gymnasiums informiert werden.

9 Der mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht [1997], S. 441.
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3 Zu Veranderungen des Unterrichts

3.1 Veranderung von Inhalten und Methoden - Abkehr von der Kalkulorientierung

Es ist davon auszugehen, dass Taschencomputer in den Mathematikunterricht Eingang finden werden und
damit der klassische kalkulorientierte Mathematikunterricht nicht mehr durchfiihrbar ist. Inhalte und Methoden
kdnnen sich dann nicht weiterhin am Abarbeiten von Kalkiilen orientieren, sondern mussen sich starker als
bisher am Aufbau geeigneter Grundvorstellungen orientieren.

Ging es im Kapitel 2.5 um Veranderungen des Mathematikunterrichts, die unabh&ngig von der Existenz von
Taschencomputern sinnvoll sind, so werden in diesem Kapitel Veranderungen diskutiert, die insbesondere

durch die Verfugbarkeit von Hard- und Software wichtig geworden sind. Dabei steht zun&chst die Frage im
Mittelpunkt: Wie viel Termumformung braucht der Mensch? Das heif3t: Wie intensiv muss das Abarbeiten von

Kalkilen geubt werden?

Termumformungen sind in der Mathematik nur ein Hilfsmittel. Verstandnis von Mathematik wird nicht durch die
Fahigkeit, Terme umformen zu kdnnen, erreicht. Deshalb darf Mathematikunterricht nicht Gberwiegend aus
Ubungen zu Termumformungen bestehen. Formalisierung und damit das Anwenden von Kalkiilen soll eine Hilfe
fur wahres Verstandnis sein, aber kein Ersatz. Ein kalkllorientierter Mathematikunterricht tauscht Sinn lediglich

vorlo,

Andererseits gilt: Wer Termumformungen nicht versteht, dem bleiben weite Bereiche der Mathematik ver-
schlossen. Er kann auch nicht sinnvoll mit einem Computer—Algebra-System umgehen. Termumformungen
missen deshalb gelehrt und geltibt werden. Was Taschencomputer kbnnen, missen Schilerinnen und Schiler
prinzipiell auch kdnnen; die Einschrankung ist wesentlich. Damit Computer sinnvoll eingesetzt werden kdnnen,
brauchen sie sinnvolle Eingaben. Das Ergebnis, das mit dem Computer gewonnen wird, muss verstanden wer-
den kénnen. Das Aufstellen und Interpretieren von Termen wird deshalb ein ganz wesentliches Unterrichtsziel
bleiben und an Bedeutung gegeniber dem Umformen von Termen stark gewinnen. Dazu tritt die auch bei
maschineller Tfermumformung weiterhin notwendige Kompetenz, Termstrukturen zu erkennen und Vorstellun-
gen von angemessenen Mdglichkeiten der Termumformung zu haben. Das Verstandnis des Wesentlichen bei
Termumformungen wird durch das Abarbeiten von Aufgabenplantagen nicht geférdert, sondern eher behin-
dert. Die Schulerinnen und Schiler brauchen ein Grundverstandnis der Kalkile und elementare Sicherheit im
Umgang mit ihnen. Was das konkret bedeutet und welche Mindeststandards unverzichtbar sind, ist derzeit ein
offenes Problem.

Beim Gebrauch von Taschencomputern besteht dieselbe Gefahr wie bei der klassischen Kalkilorientierung,
dass namlich Schilerinnen und Schuler Aufgaben ,|6sen* kébnnen, ohne den mathematischen Hintergrund
verstanden zu haben. Eine Mdglichkeit, dieser Gefahr zu entgehen, besteht darin, Probleme nicht nur symbo-
lisch (d.h. termorientiert) zu behandeln, sondern auch graphisch und auch numerisch, und die Zusammenhéan-
ge zwischen diesen drei Zugangsarten immer wieder herauszuarbeiten. Dass der klassische Mathematikunter-
richt oft kalkulorientiert war, hatte seinen Grund darin, dass etwa in der Analysis das Herstellen von hinreichend
feinen Wertetabellen und von Graphen sehr miihsam war und sich allein der analytische Zugang als relativ
mihelos erwies. Mit dem Einsatz von Computern hingegen ist der numerische und der graphische Zugang
problemlos geworden; zwar ist er nicht erkenntnissichernd, wohl aber erkenntnis— und verstandnisférdernd.
Insofern bieten Taschencomputer eine neue Chance, auch schwéacheren Schilerinnen und Schulern durch
die Er6ffnung vielfaltiger Zugange zu helfen. Dass Probleme mit dem Kalkul nicht mehr im Vordergrund stehen
mussen, kann sich positiv auf den Mathematikunterricht auswirken. Die Zeit kann fir mathematisch sinnvollere
Fragestellungen genutzt werden: Wo kommen die Terme her? Welche Schlisse kbnnen schon ohne den ,,Ap-

10 Davis / Hersh [1986], S. 287.
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parat” der Kurvendiskussion gezogen werden? Ist nicht bei bestimmten Problemstellungen eine Wertetabelle
oder ein geplotteter Graph schon hinreichend aussagekraftig? Warum interessieren die besonderen Punkte?
Was sagen sie aus? Wie kann man sie ermitteln, wenn die tblichen Kriterien versagen? Es lassen sich interes-
sante PhAnomene thematisieren, ohne die Angst haben zu missen, dass alles an der unzureichenden Termum-
formungskompetenz der Schiilerinnen und Schiler scheitert. Die anspruchsvolleren Unterrichtsziele wie kreati-
ves Denken, Darstellen und Interpretieren, Problemlésen, Kommunizieren, Argumentieren, Anwenden (siehe
Kapitel 2) kbnnen nun besser verwirklicht werden.

Der Mathematikunterricht soll verstarkt seinen Ausgangspunkt in breiten, noch nicht mathematisierten Kontex-
ten der Erfahrungswelt nehmen. Begriffe der Alltagswelt wie Optimieren oder Approximieren werden schritt-
weise exaktifiziert und verandern dadurch unter Umstanden ihren semantischen Gehalt; zwischen Begriffen der
mathematisierten Welt wie Integral, Funktion, Aquivalenz und der Alltagswelt missen Beziige hergestellt wer-
den. Geschieht dies nicht, kdnnen Schulerinnen und Schuler mit diesen Begriffen nur in der engen Welt der
Kalkllorientierung arbeiten. Stattdessen sollen sie mit diesen Begriffen in weiten Bereichen verstandig umge-
hen kdnnen. Die Fahigkeit zum Transfer ist ein wichtiges Ziel des allgemein bildenden Mathematikunterrichts,
das nicht einfach zu erreichen ist und deshalb besonders getibt werden muss.

Fur den Mathematikunterricht ergibt sich:

- Mathematikunterricht muss sich haufiger mit Problemen der Welt auseinander setzen und nicht nur mit der
simplifizierten, mathematisierten Version. Das Simplifizieren ist sinnvoll und muss getibt werden. Der Aus-
gangspunkt ist die Welt, und die Welt ist auch der Zielpunkt.

- Kalkulorientierung fuhrt zu einer Schwerpunktbildung in der Algebra. Sie bewirkt daher, dass die unterricht-
lichen Anteile von Stochastik und Geometrie verringert werden. Diese Inhalte sollen jedoch im Sekundar-
bereich | gleichanteilig mit der Algebra behandelt werden, da sie spezifische Mdglichkeiten zur Verfol-
gung der Ziele des Mathematikunterrichts beinhalten.

- Auchinnerhalb der Algebra dirfen Terme nicht durchgéngig kalktlorientiert unterrichtet werden. Es ist zu
klaren, welcher Term welchen Sachverhalt beschreibt und welcher Sachverhalt zu welchem Term passt.
Beispiel: Die Trapezflache hat den Inhalt

Acmho@t@)h _gh g-h
2 2 2

Diese Formeln sind durch Termumformungen auseinander hervorgegangen. Den Termen kdnnen folgen-
de geometrische Konfigurationen zugeordnet werden.

Andere algebraische Umformungen liefern wiederum andere geometrische Konfigurationen und umge-
kehrt.

- Terme als Beschreibungsmittel sowie die Interpretation von Termen miussen viel starker in den Mittelpunkt
des Mathematikunterrichts geriickt werden. Das Umformen von Termen wird stark an Gewicht verlieren.
Kurz gesagt: Weg vom Kalkdl, hin zum Sinn!

- Die vorangegangenen Ausfiihrungen werden Konsequenzen fir die Gestaltung und Bewertung der Lern-
kontrollen haben. Es ist sinnvoll, den verstandigen Umgang mit Algorithmen zu prifen und nicht nur das
Abarbeiten der Algorithmen. Kommentare und Erérterungen werden starker zu gewichten sein.
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3.2 Erste Ergebnisse aus Schulversuchen zum Einsatz von Taschencomputern im
Mathematikunterricht

Im Schuljahr 1996/97 hat in drei Gymnasien ein halbjahriger Schulversuch zum Thema ,,Einsatz des Taschen-
computers

TI 92 im Mathematikunterricht des Gymnasiums* stattgefunden. Die Gerate wurden in einer der beteiligten
Schulen in mehreren Lerngruppen fur die Dauer von jeweils etwa vier Wochen, in den beiden anderen im ge-
samten Beobachtungszeitraum jeweils in nur einer Lerngruppe eingesetzt. Durch unterschiedliche Konzepte
wurde gewéhrleistet, dass die Beobachtungen neben dem vollintegrierten auch den teilintegrierten Einsatz

des Rechners beriicksichtigten.

Die Untersuchungen, die nicht wissenschaftlich begleitet wurden, basieren auf Beobachtungen der beteiligten
Lehrkrafte und den Auswertungen von (nicht normierten) Schilerfragebdgen. Aufgrund der kleinen Stichprobe
und des kurzen Untersuchungszeitraumes lassen sich nur wenige auf alle Lerngruppen lUbertragbare Beobach-
tungen feststellen, andere sind eher subjektiv oder durch unterschiedliche Bedingungen des Lernprozesses

gepragt.

In den Kurzzeitanwendungen (4 Wochen) wurden von allen beteiligten Lehrkraften folgende Beobachtungen

gemacht:

- Schilerinnen und Schuler haben vielfach Probleme, den Rechner sinnvoll zu nutzen. Die Schwierigkeiten
einer fehlerfreien Bedienung (sowohl der Hardware als auch der Software) Uberlagern h&aufig die Mdglich-

keiten eines effektiven Einsatzes zur Lésung von Problemen.

- Je friher die Lernenden mit einem entsprechenden Gerat im Unterricht konfrontiert werden, umso gerin-
ger sind Akzeptanzprobleme. Dies liegt auch mit daran, dass in den unteren Jahrgangsstufen nur mit ei-

nem stark eingeschrankten Befehlssatz des Algebrasystems gearbeitet wird.

Bei den Untersuchungen in den drei Kursen, in denen die Gerate langfristig ausgeliehen wurden, ergaben
sich folgende Aspekte, die auch durch Beobachtungen tUber den Zeitraum des Unterrichtsversuches hinaus

gestutzt werden:

- Beim Einsatz des Taschencomputers werden einerseits Defizite im mathematischen Verstandnis klarer auf-
gezeigt, da Schiulerinnen und Schiler sich nicht mehr auf die schematische Anwendung von Kalkilen zu-
rickziehen kénnen. Andererseits kdnnen durch seinen Einsatz Mangel in der Kalkilkompetenz (L6sen von
Gleichungen, korrektes Differenzieren und Integrieren) ausgeglichen werden, so dass diese nicht mehr von
dem Auffinden der Problemlésung ablenken. Leistungsstarken Schilerinnen und Schilern eréffnen sich
durch das neue Werkzeug neue Perspektiven, die sie zu kreativem Umgang mit Mathematik anregen kon-
nen, beide Gruppen kdnnen dadurch von dem Rechner deutlich profitieren. Bei Lernenden mit bisher be-
friedigenden Leistungen wird durch den Einsatz des Rechners die Tendenz ihrer Leistungsfahigkeit deutli-
cher: Digjenigen, die gute Ideen, aber Schwachen haben, die entsprechenden Formeln zu verarbeiten,
werden durch das Werkzeug entlastet und kdnnen ihre Losungsideen eher umsetzen. Diejenigen, deren
Leistung sich priméar auf sicheren Umgang mit dem Kalkul stitzt, werden durch veranderte Anforderungen

im Unterricht und in den Klausuren diese Leistungsstarke nicht mehr so zur Geltung bringen kdnnen.

- Durch verstarkten Einsatz des Rechners werden die kalkiilbezogenen Fertigkeiten der Schilerinnen und
Schiler geringer. Dies wirkt sich aber nach den bisherigen Beobachtungen im Leistungskurs nicht auf die
Fahigkeit aus, inner- und auBermathematische Probleme unter Rechnereinsatz zu I8sen. So kann gerade
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der Rechner dazu anregen, der &ufleren Form nach unterschiedliche Terme mit klassischen Mitteln auf
Aquivalenz zu tUberpriifen. Auch sind Losungswege haufig kreativer, da Termumformungen weniger Prob-
leme aufwerfen. Im Grundkurs dagegen tberlagern bei einigen Lernenden die Probleme mit der
Rechnerbedienung den semantischen Bereich zun&chst so stark, dass ihre Fahigkeit, Probleme zu l6sen, zu-
riickgeht. Dies fuhrt auch zu Akzeptanzproblemen des Rechners.

- Durch den Einsatz des Rechners kann das Unterrichtsgesprach tiber mathematische Inhalte in den Vorder-
grund treten. Unterschiedliche Ansatze und Lésungsstrategien, deren Vergleich nicht mehr durch fehler-
hafte Termumformungen belastet ist, fordern zu Fragen und Diskussionen heraus, die weit Uber das bisher
Ubliche hinausgehen. Es kann jetzt angestrebt werden, das Warum ins Zentrum gemeinsamer Betrachtung
von Ldsungswegen zu stellen. Das Gesprach Uber die Sache wird auch in andersartigen Dokumentationen
deutlich, die durch langere Textpassagen mit mathematischen Begriindungen gekennzeichnet sind. Diese
veranderte Qualitat der Reflexion inner- und auRermathematischer Probleme im Unterricht kann durch
den Einsatz des Taschencomputers motiviert und gefordert werden.

- Innermathematische Fragestellungen kénnen vielschichtiger untersucht werden (z.B. Interpolation und
Extrapolation, unterschiedliche Ansatze der Integralrechnung, numerische Verfahren) und auBermathe-
matische Anwendungen sind erst durch den Einsatz des Taschencomputers sinnvoll geschlossen zu bear-
beiten. Reales Datenmaterial muss nicht manipuliert werden, sondern kann in der vorgelegten Form wei-
terverarbeitet werden, und reale Problemstellungen kdnnen so mit mathematischen Modellen sinnvoll be-
handelt werden. Fur die Schilerinnen und Schuler kann der Sinn des eigenen Handelns deutlicher werden,
da sie zu realen Problemen Losungsmodelle und Strategien weitgehend selbstandig entwickeln kénnen.

- Aufgrund der Vielzahl von Variationsmoglichkeiten (graphisch, numerisch, symbolisch) kbnnen die Schule-
rinnen und Schuler selbstédndig zu neuen Fragestellungen kommen. Sie erhalten eine Fulle von Anschau-

ungsmaterial, wodurch sich die Durchdringung des Stoffes deutlich vertieft.

- Geschlechtsspezifische Unterschiede im Umgang mit dem Rechner wurden umso deutlicher, je spater eine
Erstbegegnung mit diesem neuen Werkzeug stattfand. Bei Schilerinnen und Schiilern der Jahrgangsstufen
7 und 8 waren keine Unterschiede erkennbar, das neue Werkzeug wurde in gleicher Weise zur Lésung, Kon-
trolle und zu weiterfihrenden Experimenten eingesetzt. In den Jahrgangsstufen 9 bis 11 wurden Unter-
schiede dann deutlich, wenn unterschiedliche Vorerfahrungen mit Computern vorhanden waren: Jungen
arbeiteten haufiger spielerisch und experimentell mit dem Rechner und hatten weniger Probleme beim
Handling, M&dchen strebten eher einen effektiven Einsatz an. Bei Schiilerinnen und Schuilern der Grund-
kurse waren diese Rollen noch deutlicher ausgepragt, im Leistungskurs waren dagegen geschlechtsspezi-
fisch unterschiedliche Zugange zum Rechner nicht erkennbar.

Der teilintegrierte Ansatz beim Einsatz des Taschencomputers hat sich nach den vorliegenden Untersuchungen
nur sehr eingeschrankt bewéhrt, da Schilerinnen und Schuler sich nicht in dem gewiunschten Umfang mit dem
Rechner vertraut machen kénnen. Der lokale Einsatz in einzelnen ausgewahlten Unterrichtsstunden kann auf-
grund mangelhafter Kenntnisse in der Benutzung des Taschencomputers eher zu negativen Auswirkungen
fihren. Erst der vollintegrierte Ansatz, der den Einsatz des Taschencomputers jederzeit im Unterricht, zu Hause
und in den Klausuren vorsieht, bewirkt, dass der Rechner als natirliches Werkzeug im Mathematikunterricht
angesehen wird. Haufig kann beobachtet werden, dass der Umfang des direkten Rechnereinsatzes im Unter-
richt im Laufe der Zeit eher ricklaufig ist. Dieser scheinbare Widerspruch erklart sich daraus, dass Themen und
Inhalte des Unterrichtes und der Klausuren sich von ergebnis— und kalkilorientierten Aufgaben hin zu inner—
und auflermathematischen, von konvergenten zu divergenten Problemen orientieren. Dabei ist der Rechner
im Hintergrund als machtiges Werkzeug stets latent vorhanden, so dass der Unterricht in vielen Bereichen von
»Berechnungen* (wie Differenzieren, Integrieren, Loésen von Gleichungen, Termumformungen) entlastet wird
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und damit den Blick auf zentrale Fragestellungen freigibt. Der Taschencomputer allein bewirkt noch keine
Verbesserung des Mathematikunterrichts.
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3.3 Uberblick uber wesentliche Elemente der im Anhang aufgefiihrten Unterrichtsbeispiele

Die Frage, wie die entwickelten Leitlinien zur Planung und Gestaltung des gymnasialen Mathematikunterrichts
umgesetzt werden kdnnen, soll an sechs Beispielen, davon fiunf zum herkdmmlichen Thema ,,Quadratische

Gleichungen und Funktionen®, exemplarisch beantwortet werden.

In jeder dargestellten Einheit lernen die Schilerinnen und Schiiler, Strategien, Techniken und Argumentations-
muster bewul3t zu entwickeln. Die im Anhang dokumentierten Beispiele zeigen, wie die fundamentalen Ideen
der Zahl, des Messens, des funktionalen Zusammenhangs, des Algorithmus*, des Modellierens, der Symmetrie
usw. thematisiert werden und die Grundvorstellungen zu den Begriffen Variable, Term, Funktion, Graph, Glei-
chung usw. vielfaltig zu wecken bzw. auszuformen sind.

Die ersten funf Unterrichtsbeispiele belegen, dass auch bei unterschiedlichen Zugangen zum Gegenstand
,»Quadratische Gleichungen* die didaktische Strukturierung nach den in Kapitel 2 dargestellten fundamenta-
len Ideen und die Umsetzung der dort ausgefuhrten didaktisch-methodischen Forderungen immer zentrales

Anliegen sind.

Unterrichtsbeispiel 6 hat ein anderes Thema; es konzentriert sich u.a. auf den Einsatz von Taschencomputern. In
der Beschreibung dieser Unterrichtseinheit sind Erffahrungen aus dem Unterrichtsversuch zum Einsatz des Ta-
schencomputer Tl 92 im Mathematikunterricht eingebunden.

Unterrichtsbeispiel 1: Ein Weg zur Losung quadratischer Gleichungen

Das Unterrichtsprojekt zur Einfihrung der quadratischen Gleichungen vertraut der innermathematischen Moti-
vation und zielt direkt auf die Erarbeitung effektiver Losungsstrategien und —-verfahren. Quadratische Glei-
chungen werden nicht isoliert, sondern im Zusammenhang mit bekannten und hdhergradigen Gleichungen
gesehen. Dabei sollten sowohl in der Einstiegs— als auch in der Ausbauphase die Schilertatigkeiten in der gan-
zen Lerngruppe methodische Prioritat erhalten. Es geht darum, Grundvorstellungen von der Variablen, von
Gleichungen, von Naherungsldsungen und Kalkilen zu festigen und zu verstarken. Durch die Einbeziehung von
Rechnern soll mathematisches Verstandnis herausgefordert und verstarkt werden. Um diese kiinftig notwendi-
ge Aspektverlagerung zu konkretisieren, enthalt das Unterrichtsprojekt 10 abschlieRende Problemvorschlage. In
einer spater anschlieBenden Unterrichtseinheit missen dann (angewandte) Probleme vorgelegt werden, bei
deren L6sung die erarbeiteten Strategien eingesetzt oder weitere Lésungswege erschlossen werden.

Unterrichtsbeispiel 2: Eine problemorientierte Behandlung quadratischer Funktionen und Gleichungen

Eine problemorientierte Behandlung quadratischer Funktionen und Gleichungen zeigt, dass im Sachgebiet
»Quadratische Gleichungen* nicht nur fundamentale Ideen und Begriffe der Funktionenlehre neu miteinander
verknlUpft werden, sondern z.B. auch den oft formal gelibten binomischen Formeln ebenso ein Nutzen zuge-
wiesen wird wie dem Ldsungsverfahren fur quadratische Gleichungen. Das dargestellte Unterrichtsbeispiel
zeigt, dass handlungsorientiertes Vorgehen auch in weniger motivierten Klassen produktives Arbeiten fordert.
Ein leicht verstandliches Problem gewahrt Lerngruppen Freirdume fur eigenstandige Arbeit und regt zu Fragen
an, die vielfaltig bereits erlernte grundlegende mathematische Ideen, Begriffe, Verfahren und Argumentati-
onsmuster aufrufen: Messen, Zahl, Kongruenz, Anderungsverhalten, Annaherung, Variable, Term, Funktion,
Gleichung, Symmetrie, Losen, Aquivalenz, Iterieren, Schlussregeln usw. Zentrales Anliegen ist die Durchdrin-
gung der Begriffe Variable, Term, Funktion, Gleichung und L8sung und deren Beziehungen.

Die Schulerinnen und Schiller erfahren, dass der Mathematikunterricht nicht die Aneignung isolierter Wissens-
elemente zum Ziel hat, sondern Grundvorstellungen zu bekannten Begriffen, Verfahren und Argumentations-
mustern genutzt werden, um neue Begriffe, Verfahren und Argumentationsmuster zu erschliefen. Hier wird

versucht, das oft beklagte rezeptive Verhalten vieler Schilerinnen und Schuler positiv zu verandern.
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Unterrichtsbeispiel 3: Die Behandlung quadratischer Funktionen und Gleichungen unter dem Aspekt der Opti-

mierung

Diese Unterrichtseinheit basiert auf der fundamentalen Idee des Optimierens. Ausgehend von einem fiktiven
Problem werden unterschiedliche lineare und quadratische Optimierungsaufgaben ins Zentrum der Betrach-
tung gestellt, deren algebraische Losung schlielich auf die Behandlung quadratischer Funktionen und Glei-
chungen fuhrt. Das zentrale Problem, die Suche nach dem flachengr6iten halb offenen Rechteck, fuhrt auf
ein quadratisches Optimierungsproblem, das auf unterschiedlichen Betrachtungsebenen geldst wird.

Zentraler Aspekt ist das Kennenlernen von heuristischen Methoden auf verschiedenen Ebenen. Ausgehend
von Strategien bei geometrischen Mustern kbnnen die Probleme durch Koordinatisieren in eine Ebene trans-
portiert werden, in der sie sowohl numerisch als auch analytisch bearbeitet werden kénnen. Geometrische
Verfahren haben dabei dieselbe Bedeutung wie tabellarische oder algebraisch-analytische. Symmetrieaspek-
te der geometrischen Figuren werden gegen algebraische und numerische abgewogen und mit ihnen ver-
knupft. Mit Hilfe von interaktiven Geometrieprogrammen kénnen auch dynamische Aspekte beim Probleml6-
sen visuell aufbereitet werden. Durch die Einbettung in eine fiktive Geschichte werden die Schiilerinnen und
Schiler angeregt, auch an ungewdhnliche Losungsverfahren heranzugehen und sie auszuprobieren. Dadurch
soll das kreative Potential der Schilerinnen und Schuler starker fur den Mathematikunterricht aktiviert werden.

Unterrichtsbeispiel 4: Der goldene Schnitt

In der Unterrichtsgeschichte zum Goldenen Schnitt treffen mehrere fundamentale Ideen aufeinander wie z.B.
die Idee der Zahl, des Messens und des Algorithmus. Es wird versucht, Grundvorstellungen zu Begriffen wie Zahl,

Term, Dividieren, L6sung, Iteration, Folge, Grenzwert zu entwickeln.

Insbesondere aber beschreibt die Unterrichtsgeschichte schwerpunktmagig eine veranderte Sichtweise der
Lehrenden im Mathematikunterricht. Die Besonderheit des unterrichtlichen Vorgehens liegt nicht in methodi-
scher oder inhaltlicher Form, sondern in der Sensibilitat im Umgehen mit dem Unterrichtsgeschehen, in einer
Unterrichtskultur, welche nicht von Vermittlung, sondern von Aufklarung gepragt ist. Dadurch kann die Lehrper-
son Signale der Schulerinnen und Schuler im Unterrichtsgeschehen wahrnehmen und interpretieren, welche
oberflachlich als ,,Fehler* deklariert werden kénnten. Diese werden konstruktiv aufgegriffen und fuhren die
Lehrperson und die Lernenden in vorher nicht absehbare Bereiche und Tiefen des inhaltlichen Stoffes.

Unterrichtsbeispiel 5: Stickstoffdingung und Mathematik

In der Langzeitaufgabe zum Thema ,,Stickstoffdingung und Mathematik* finden sich fundamentale Ideen wie
Messen, funktionaler Zusammenhang und r&umliches Strukturieren wieder. Die Weiterentwicklung von Grund-
vorstellungen zu Variable, Term, Funktion, Gleichung, Kurve, Modell, Prognose, Mittelwert, Koordinaten und zu
Verfahren wie Approximieren, Optimieren und Hypothesentesten oder zu Argumentationsmustern wie Koordi-
natisieren, Gegenbeispiele suchen und Proben durchfiihren wird deutlich.

Vornehmlich stellt die Langzeitaufgabe aber eine methodische Alternative im Mathematikunterricht dar. Die
Organisation in einer Gruppenaufgabe Uber einen langeren Zeitraum hinweg unterstiitzt vor allem eigenver-
antwortliches Tun der Schulerinnen und Schiiler und fordert Fahigkeiten wie argumentieren, sich kreativ verhal-
ten, experimentieren, verbalisieren, Informationssysteme und technische Hilfsmittel nutzen.

Der Fachubergriff, hier durch Texte und Messwerte aus der Realitat ausgel6st, vermittelt nicht nur eine fachli-
che Erweiterung und Einbettung, sondern es ist zur Losung des Problems notwendig zu explorieren, die Model-
lierung an der realen Problemstellung zu messen und zu optimieren. Dadurch ergibt sich ein Sinnkontext fur die
Handlungen der Schiilerinnen und Schuler, welcher fur den Lernprozess von groRer Bedeutung ist.
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Die Bedeutung der neuen technischen Hilfsmittel wie Computer oder Taschencomputer wird hier insbesondere
beim Visualisierungs— und Explorationsprozess deutlich, da ohne diese Hilfsmittel die Problemstellung kaum

sinnvoll zu bewaltigen ware.
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Unterrichtsbeispiel 6: Interpolation mit Splines unter Einsatz von Taschencomputern

Als Alternative zur gangigen Kurvendiskussion wird in diesem Beispiel eine spezielle Form von Kurvenanpassung
an gegebene Daten vorgestellt. Hierbei wird sowohl auf den Aspekt der Modellbildung als auch auf innerma-
thematische Fragestellungen eingegangen. Bedingt durch den Einsatz eines Computer-Algebra-Systems ste-
hen die rechenaufwendigen Verfahren zur Bestimmung von Lésungsmengen bei grolien linearen Gleichungs-
systemen nicht im Vordergrund, vielmehr geht es um Entwicklung, Variation und Reflexion entsprechender
Losungsstrategien. Der Vergleich mit herkbmmlichen ganzrationalen Interpolationspolynomen, die bei unguns-
tigen Daten schnell zum Oszillieren neigen, ist wesentlicher Bestandteil dieser Unterrichtsreihe. Erst der Einsatz
von (Taschen-)Computern ermdglicht es, umfangreiche Datenmengen bzw. Realdaten so zu verarbeiten,
dass das zentrale Problem nicht aus dem Blick verschwindet. Die Konzentration auf wesentliche Elemente der
Modellbildung wird durch die Entlastung im Bereich der syntaktischen Fahigkeiten (Termumformungen, Ldsen

von Gleichungssystemen) deutlich verstéarkt.
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4 Hinweise zu MalRnahmen

4.1 Lehrerausbildung

Entsprechend der zuvor dargelegten Notwendigkeit, die Akzente im Mathematikunterricht grundlegend zu
andern, missen auch in beiden Phasen der Lehrerausbildung die Schwerpunkte deutlich anders gesetzt wer-
den. Die Ausbildung der Lehrerinnen und Lehrer dient in ihren beiden Abschnitten dem Erwerb einer umfas-
senden beruflichen Kompetenz. Damit die Lehrkrafte den sich wandelnden Anforderungen ihres Lehramtes
gerecht werden und den Erziehungs- und Bildungsauftrag der Schule erfullen kébnnen, muss neben der Verbes-
serung der allgemeinen beruflichen Qualifikation sowohl im fachwissenschaftlichen als auch im fachdidakti-
schen Bereich eine deutlich hohere aktive Kompetenz erreicht werden.

Der Erwerb aktiver Kompetenz bedeutet fir die erste Phase der Ausbildung,
- dass eine gute fachwissenschaftliche Ausbildung an der Universitat geleistet werden muss.

- dass die fachdidaktischen Anteile an der Universitat von einer wissenschaftlich arbeitenden Fachdidaktik

erbracht werden miussen.

- dass neben die traditionellen Arten des Wissenserwerbs vornehmlich im Vorlesungs- und Seminarstil um-
fangreicher als bisher kommunikative und die Eigenbeteiligung der Studierenden férdernde Arbeitsformen
in der Fachwissenschaft und Fachdidaktik ,,Mathematik* eingesetzt werden missen.

- dass die Abschnitte des ,,Werdens der mathematischen Erkenntnis*“ deutlich starker betont werden missen
gegeniuber den Abschnitten der Weitergabe von ,,gewordener mathematischer Erkenntnis*.

- dass neben die Sichtweisen der reinen Fachwissenschaft auch fachiibergreifende Aspekte vielfaltig hinzu
kommen mussen.

- dass die Ubernahme von grundlegenden Elementen der Informatik und der selbstverstandliche Einsatz von

Rechnern im Ausbildungsgang ublich wird.

- dass zu den gemeinsamen Ausbildungsanteilen von Lehramts- und Diplomstudiengang auch eigenstan-
dige Veranstaltungen treten, in denen den spezifischen Anforderungen an Lehramtsstudenten Rechnung
getragen wird, z.B. in Geometrie, Stochastik sowie in angewandter Mathematik und Modellbildung.

- dass fur das 1. Staatsexamen Prifungsanteile aus dem Gebiet der Didaktik der Mathematik vorgeschrie-
ben werden.

- dass die Gestaltung der Schulpraktika institutionell besser als bisher auf die Stationen der fachdidaktischen
Ausbildung abgestimmt und mit ihnen verknipft werden missen.

Hierdurch wird auf der Basis eines wissenschaftlichen Studiums eine stéarkere Berufsorientierung erreicht.

Ein wesentliches Ziel der Fachausbildung in der zweiten Phase besteht darin, dass Referendarinnen und Refe-
rendare Unterricht kompetent selbst entwerfen und gestalten kénnen. Insbesondere sollen die Auszubildenden
darin Sicherheit gewinnen, Lernprozesse kreativ zu initiieren, zu moderieren, zu stiitzen und zu reflektieren. Sie
missen zu Experten fur Lernprozesse werden und nicht darauf angewiesen sein, den selbst erlebten Mathema-
tikunterricht zu perpetuieren. Auf die Ausfuhrungen in Kapitel 2 wird verwiesen.

Dies alles kann nur erreicht werden, wenn in der ersten Phase Mathematik nicht nur als Fertigprodukt erlebt

wird, wenn Computereinsatz eine angemessene Rolle spielt und wenn lehramtsspezifische Kenntnisse in Sto-
chastik und in Geometrie vermittelt werden. Die Studienseminare sind damit uberfordert, Defizite der ersten
Phase aufzuarbeiten.
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4.2 Lehrerfortbildung

Wie kbnnen Lehrer, die selbst nur totes Mathematikwissen haben,
lebendigen Mathematikunterricht geben?

(Peter Baireutherll)

Wenn Mathematikunterricht sich verandern soll, mussen innovative Gedanken und Mallinahmen in die Schule
transportiert werden. Es reicht nicht aus, darauf zu hoffen, dass junge nachrickende Assessorinnen und Asses-
soren neue Ideen in die Kollegien tragen. Aufgrund der Einstellungs— und Ausbildungssituation kann dies allen-
falls als flankierende MaRhahme gewertet werden. Unterrichtsinhalte und Unterrichtskultur sind nur durch die
Arbeit der Lehrkrafte vor Ort zu beeinflussen. Um hier neue Ideen wirken zu lassen, miussen diese im Rahmen
von Fortbildungsverabstaltungen auf unterschiedlichen Stufen (zentral, regional, schulintern) daftr sensibilisiert
werden.

Bestandsaufnahme:

Die Analyse von Fortbildungsmethoden in Industrie und Wirtschaft ergibt, dass sich reine Vortragsveranstaltun-
gen nicht als effektiv erwiesen haben. Seit geraumer Zeit werden dort Fortbildungen tberwiegend als
Workshops mit entsprechend geschulten Trainern durchgefiihrt. Der zentrale Gedanke dabei ist, dass die Per-
son ganz in den Prozess einbezogen sein muss. Nach zentralen Eingangsinformationen (unter Nutzung aller
Mdglichkeiten der audiovisuellen Kommunikation) werden an Fallbeispielen Situationen und damit verbunde-
ne Prozesse simuliert, die der Realitat moglichst nahe kommen. Die Breite rein kognitiver Informationsibermitt-
lung wird zugunsten der tiefen Durchdringung eines Beispieles oder Problems bewusst reduziert. Die fortzubil-
dende Person lernt im Rahmen der Veranstaltung, mit auftretenden Problemen sowohl sachgerecht als auch
kreativ umzugehen. Hierbei ist die Arbeit im Team ein wichtiger zentraler Aspekt. Jede Person soll nach der
Fortbildung gestarkt an ihren Arbeitsplatz zurlickgehen. Dazu gehdrt, dass zum Abschluss einer derartigen
Veranstaltung die Situation, der Prozess und die eigene Rolle reflektiert und analysiert werden.

Fur die Planung der Lehrerfortbildung mussen einerseits die Defizite der ersten und zweiten Ausbildungsphase
berlicksichtigt werden, andererseits aber auch die oft Giber 10.000 Stunden Unterrichtserfahrung, die die Lehre-
rinnen und Lehrer bereits im Rahmen ihrer Unterrichtspraxis ohne weitere Begleitung hinter sich haben.

Die Lehrkrafte in den Fortbildungsveranstaltungen sind in der Regel aufgeschlossen und bereit, neue Gedan-
ken zum Mathematikunterricht aufzunehmen. Da jedoch die Teilnahme an Fortbildungsveranstaltungen freiwil-
lig ist, kbnnen nur Fortbildungswillige erfasst werden. Uber diese Gruppe hinaus sehen viele Lehrkréfte noch
nicht die Notwendigkeit der Auseinandersetzung uiber einen verdnderten Mathematikunterricht.

Konsequenzen:

Aus der Bestandsaufnahme ergibt sich die Forderung, dass die Fortbildung in Inhalt und Form neu gestaltet
werden muss, aber auch Bewahrtes weiter auszubauen und zu pflegen ist.

Wenn Lehrerinnen und Lehrer im Rahmen ihrer Ausbildung und ihrer taglichen Arbeit selten Uber Grundsatze
des Mathematikunterrichts reflektiert haben, muss es ein vordringliches Ziel sein, hier entsprechende Prozesse in
Gang zu setzen. Inhalte der Lehrerfortbildung mussen sich verstarkt am Unterrichtsalltag orientieren und die
Lehrkrafte in die Situation versetzen, Mathematik unmittelbar erfahren zu kdnnen.

Will man Form und Kultur von Unterricht verandern, so muss sich dieses auch in der Fortbildung widerspiegeln.
Die Lehrkrafte erleben diese als Unterricht in der Rolle von Lernenden und kénnen so Inhalt und Form der Fort-

11 Biehler, Heymann, Winkelmann [1995], S. 166.
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bildung als wertvoll fiir den eigenen Unterricht begreifen. Hier liegen Chance und Auftrag derartiger Veranstal-

tungen.

Eintagige oder halbtagige Veranstaltungen geben wenig Mdglichkeit, Diskussionen in Gang zu setzen und
damit Prozesse zu verstarken. Sinnvoller sind mehrtagige Fortbildungen auf lokaler Ebene, Uber die Hilfen zur
selbstandigen Aneignung vermittelt werden. Haufig bietet sich eine Zweiteilung an: Zuerst die Einfihrung in das
Thema in der Form eines Workshops, dann die Vorstellung von Unterrichtseinheiten mit entsprechender Reflexi-
on. Auch regelmalige regionale Mathematik—-Gesprachskreise kbnnen eine Form der Lehrerfortbildung sein,

ebenso fachbezogene schulinterne Veranstaltungen.

Schulentwicklung ist nicht ohne Entwicklung von Unterricht denkbar. Daher dient Fortbildung nicht nur persén-
licher Entwicklung, sondern der Entwicklung von Schule. Kollegien sollen Personen bewusst zu Fortbildungen
entsenden und Fortbildungsveranstaltungen Einzelner gemeinsam in der Schule weiterentwickeln und frucht-
bar machen. Die Teilnahme von moglichst zwei Lehrkraften einer Schule ist empfehlenswert, da auf diese Wei-
se eher sichergestellt wird, dass Inhalte und Form von Unterricht in den Kollegien zum Gesprach wird.

Es ist notwendig, zu den einzelnen Veranstaltungen nach einer entsprechenden Zeit mit den Teilnehmern einen
Erfahrungsaustausch durchzufiihren. Neue Gedanken zum Mathematikunterricht sollen ausprobiert und dann
wieder in die Fortbildung eingebracht werden.

Fur Fortbildungsveranstaltungen bilden interne Referentinnen und Referenten aus den Schulen vor Ort ein we-
sentliches Potential. Die Aufgabe, qualifizierte Lehrkrafte in ausreichender Zahl zu gewinnen und zu betreuen,
muss langfristig angelegt sein und als ein zentrales Anliegen der Lehrerfortbildung angesehen werden.

4.3 Konzeption von Rahmenrichtlinien

Die oft tbliche Struktur von Rahmenrichtlinien fur den Unterricht gliedert nach allgemeinen Zielen und Aufga-
ben, Unterrichtsverfahren und Unterrichtsinhalten, die abschnittsweise hintereinander angeordnet werden.
Dieses Verfahren beklagte bereits Lenné [1969], der die Verknlipfung bestimmter Unterrichtsformen und allge-

meiner Bildungsziele forderte.

Um diesen Zusammenhang deutlich werden zu lassen, muss von dem ublichen Aufbau der Rahmenrichtlinien
abgewichen werden. Fir die Planung des kiinftigen Mathematikunterrichts sind die folgenden Hinweise zu

beachten:

- Inhalte, methodische Bedingungen fiur den Lernprozess und angestrebte Fahigkeiten, Einstellungen und
Verhaltensweisen der Schilerinnen und Schiler missen unter Berticksichtigung fundamentaler Ideen und
der beiden Aspekte der Mathematik fur ein grofles Themenfeld oder eine ganze Jahrgangsstufe aufein-
ander bezogen und miteinander verknipft werden, so dass ein integriertes Konzept entsteht.

- Beider Auswahl der Inhalte und der Methoden sowie ihrer Verknipfung mussen insbesondere die in Kapi-

tel 2 dieser Empfehlungen dargelegten Konsequenzen fir den Unterricht beachtet werden.

- Fernerist dem Umstand Rechnung zu tragen, dass Computer bzw. Taschencomputer existieren und in den

Unterricht eingebunden werden mussen.

Die Inhalte in beiden Sekundarbereichen sollten neu gewichtet werden. Eine RUckwendung zur Geometrie
und Hinwendung zur Stochastik ist unter Verminderung der Anteile von Algebra und Analysis realisierbar.
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4.4 Primar- und Orientierungsstufe

Die Uberlegungen zum Mathematikunterricht in Kapitel 2 lassen sich auch auf den Unterricht der Primar— und
Orientierungsstufe beziehen. Eine Abstimmung gemeinsamer Zielsetzungen hilft Briiche bei den Ubergangen

der Schulformen zu vermeiden sowie den kontinuierlichen Lernprozess zu sichern und zu verbessern.
Im Folgenden sollen exemplarisch zwei Aspekte beleuchtet werden:

- Zum einen mussen Schulerinnen und Schuler der Grundschule und Orientierungsstufe einfache Problem-
stellungen mathematisieren kbnnen, zum anderen muss das Verbalisieren mathematischer Sachverhalte,
auch in schriftichen Arbeiten, in vollstandigen Satzen verstérkt geférdert werden.

- Es muss dartiber nachgedacht werden, wie weit schriftiche Divisionen (z.B. 19857 : 32) noch beherrscht
werden mussen. Unter Umstanden ist es sinnvoller, die Grolenordnung (z.B. 18000 : 30) zu erfassen. Daher
ware zu priifen, ob ausgedehnte Ubungsphasen zum Inhalt ,,Dezimalbriiche addieren und subtrahieren,
multiplizieren und dividieren* gestrafft werden mussten zugunsten von Uberschlagsrechnungen, da diese
im Zeitalter des verstarkten Rechnereinsatzes wichtiger werden. Prinzipiell muss das Verstehen von Re-
chenverfahren mehr Bedeutung als das reine, teilweise sinnentleerte Beherrschen derselben gewinnen.

Es muss ferner Uberlegt werden, ob in den Jahrgangsstufen 5 und 6 Stochastik, Geometrie und Algebra zu
gleichen Teilen unterrichtet werden sollen. Auch curriculare Umstrukturierungen wie eine Entzerrung der Bruch-
rechnung und ein gréReres Gewicht fur die rAumliche Geometrie sollten erwogen werden. Ebenso darf die
Frage nach einem sinnvollen und lernprozessférdernden Einsatz der neuen Technologien wie Taschenrechner,

Taschencomputer oder Personalcomputer nicht ausgeklammert werden.
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5 Fazit

Wenn unser Unterricht heute darin besteht, dass wir Kindern Dinge beibringen,
die in einem oder zwei Jahrzehnten besser von Maschinen erledigt werden,
beschworen wir Katastrophen herauf.

(Hans Freudenthal?)

Die Bildungsaufgaben des Mathematikunterrichts verdeutlichen nachdriicklich, inwiefern grundlegende
Kenntnisse und Fahigkeiten im Fach Mathematik zur WelterschlieBung und Studierfahigkeit beitragen. Altere
und neuere didaktische Publikationen sowie allgemeine Ausfuhrungen in Rahmenrichtlinien befinden sich
Uberwiegend im Einklang mit diesen Bildungsaufgaben. Dennoch bleibt festzustellen, dass der Mathematikun-
terricht haufig nicht oder nur teilweise die angestrebten Bildungsziele verfolgt. Das liegt zum groRen Teil am
einseitigen Bild von Mathematik, welches in Schule und Ausbildung bis hinein in die Universitaten gepragt wird
und sich in den K6pfen fast aller festgesetzt zu haben scheint. Will man die Bildungsziele im Mathematikunter-
richt erreichen, so muss diesem einseitigen und zum Teil falschen Bild von Mathematik auf vielen Ebenen ent-
gegengewirkt werden. Wie das in Zukunft geschehen kdnnte, wird anhand der Punkte Unterrichtskultur, Aus—

und Fortbildung, Rahmenrichtlinien sowie Taschencomputer noch einmal zusammenfassend dargestellt.

Unterrichtskultur:

Da sich heute die Strukturen immer schneller verandern, wird die Bereitschaft zu lebenslangem Lernen zuneh-
men missen. Hierzu hat auch die Schule ihren Beitrag zu leisten, indem sie die Jugendlichen befahigt, das
,»Lernen zu lernen”. Dadurch verlieren die Lehrpersonen ihre Funktion als reine Vermittler von Fakten und L6-
sungsmustern. Wichtiger als Wissen ist der Umgang mit Wissen. Der verstandige Einsatz zur Verfigung stehender
Hilfsmittel und die Verknupfung der herausgearbeiteten Fakten mussen im Unterricht verstarkt gelernt werden.

Ein sinnstiftender Schwerpunkt des Unterrichts muss die Erfassung der jeweiligen Vorstellungen der Schilerinnen
und Schiler sowie deren konstruktive Aufarbeitung zur Ausbildung von Grundvorstellungen und Begriffen wer-
den. Die Rolle der Lehrkrafte verschiebt sich dadurch von Experten des Fachwissens zu Experten des Lernpro-

Zesses.

Auch der Mathematikunterricht muss einen Beitrag dazu liefern, Selbstvertrauen und Kritikfahigkeit der Schle-
rinnen und Schiler zu starken. Die anzustrebende Unterrichtskultur muss sie verstérkt als Individuen in den Mit-
telpunkt stellen. Schulerinnen und Schuler miussen zu mehr Eigenaktivitdt angeregt werden. lhre Schwierigkei-
ten und Fehler missen fruchtbar in den Unterrichtsverlauf eingebunden werden, so dass sie erkennen, dass
gemachte Fehler einen Erkenntnisprozess initieren kbnnen. Ziel eines jeden guten Unterrichts muss ebenfalls
sein, Uber das Akzeptieren von Mitschilerinnen und —schilern deren Fertigkeiten und F&higkeiten einzubinden

und im Team kompetent zu nutzen.

Es mussen die Wertschatzung des Lernens und die Bereitschaft, zu lernen, deutlich gesteigert werden. Es darf
nicht versdumt werden, den Lernenden zu verdeutlichen, dass Ziele nicht ohne Anstrengung erreicht werden
kénnen. Dies kann die Schule allein nicht leisten.

Aus- und Fortbildung:

Um zu verhindern, dass Referendarinnen und Referendare nur ihren eigenen selbst erlebten Unterricht reprodu-
zieren und damit z. T. das oben erwé&hnte falsche Bild von Mathematik perpetuieren, muss sich die Ausbildung

12 Freudenthal [1973], Band 1, S. 61.
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entscheidend andern. In der Lehrerausbildung der ersten Phase muss ein vielfaltiges Angebot an spezifischen
Veranstaltungen fur Lehramtsstudiengdnge angeboten werden. Die Studierenden mussen sich mit den
Einsatzm&glichkeiten von Computern und deren Grenzen befassen. Entscheidend wird sein, dass der didakti-
sche Anteil der ersten Phase von wissenschaftlich arbeitenden Fachdidaktikern wahrgenommen wird und dass
zum einen die Zusammenarbeit zwischen Fachwissenschaftlern und Didaktikern, zum anderen zwischen Univer-

sitat, Studienseminar und Schule gelingt.

Der Fortbildung der Lehrerinnen und Lehrer kommt im Hinblick auf die geforderten Veranderungen besondere

Bedeutung zu.

Umsetzung der Ziele in Rahmenrichtlinien:

In den neuen Rahmenrichtlinien muss sich die Aufstellung des Curriculums an den fundamentalen Ideen und
an den beiden Aspekten der Mathematik orientieren. Der notwendige Verzicht auf streng linear und hierar-
chisch geordnete Inhaltssequenzen sowie die erforderliche Verknupfung bestimmter Unterrichtsstoffe, Unter-
richtsformen und allgemeiner Bildungsziele bedingen ein Verlassen der Ublichen Struktur von Rahmenrichtli-
nien. Insbesondere sollen Inhalte vernetzt und geschichtlich eingeordnet, Querbeziige hergestellt und Inhalts-
und Kontextgrenzen Uberschritten sowie Anwendungen und Modellierungen in weit h6herem Male als bisher
berucksichtigt werden.

Des weiteren besteht die Mdglichkeit, die Inhalte in den Sekundarbereichen | und Il neu zu gewichten. Eine
Ruckwendung zur Geometrie und Hinwendung zur Stochastik ist unter Verminderung der Anteile von Algebra

und Analysis realisierbar.

Zusatzlich mussen Lehrerinnen und Lehrer in den Rahmenrichtlinien konkrete Hinweise auf methodische Mog-
lichkeiten und Bedingungen erhalten, wie dieser kuinftige Mathematikunterricht praktiziert werden kann. Die
Aufnahme von exemplarischen Unterrichtseinheiten in die Rahmenrichtlinien ist hilfreich.

Taschencomputer:

Durch den Einzug leistungsfahiger Taschencomputer mit ihnren numerischen, symbolischen und graphischen
Fahigkeiten wird immer deutlicher, dass ein rein kalkulorientierter Mathematikunterricht keinen Sinn hat. Kalkul-
kompetenz wird in Zukunft bedeuten, Terme aufstellen und interpretieren zu kdnnen, Termstrukturen erkennen
zu kdnnen sowie den Rechner adaquat benutzen und seine Ergebnisse beurteilen zu kénnen. Fur Schilerinnen
und Schiler liegt in der Verwendung von Taschencomputern eine Chance, nicht mehr wie bisher an man-
gelnden Kalkulfertigkeiten zu scheitern. Die graphischen, numerischen und symbolischen Fahigkeiten des Ta-
schencomputers ermoglichen vielfaltige Losungsmoglichkeiten. Dies regt an, Uber Vor- und Nachteile der
eingeschlagenen Losungswege zu reflektieren. Die notwendigen Reflexionen tiber Vorgehensweisen, Alterna-
tiven und Losungen fiihren zu einer Koexistenz und zu einer gegenseitigen Bereicherung von mathematischer
Sprache und Umgangssprache. Dies konnte zu einer Wiederbelebung des mathematischen Aufsatzes fuhren.

Das Argument, auRer- und auch innermathematische Anwendungen nicht behandeln zu kénnen, weil Term-
umformungen zu komplex, Datenmengen zu grofR und Zahlen zu ,,realistisch” sind, entfallt angesichts des Ein-

satzes leistungsfahiger Taschencomputer.

Um zu gewabhrleisten, dass entscheidende technische Entwicklungen nicht an den Schulen vorbeigehen und
um Schulerinnen und Schuler adaquat vorbereitet in die Ausbildung entlassen zu kbnnen, muss die Verwen-
dung von moderner Technik initiiert und geférdert werden.
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Bei den angestrebten Veranderungen des Mathematikunterrichts handelt es sich keineswegs um neue Ziele,
sondern nur darum, wie tradierte Ziele besser erreicht werden kénnen. Hierzu allerdings mussen Inhalte und
Methoden des Mathematikunterrichts grundlegend geéandert werden, um nicht die von Freudenthal im oben

angegebenen Zitat beschriebene Katastrophe eintreten zu lassen.
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